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AVANT-PROPOS 


Le cours scolaire de mathématiques actuellement enseigné 
en U.R.S.S. vise surtout à développer la pensée fonctionnel- 
le, à apprendre aux élèves à manier les objets mathématiques 
continus. Telle est également l'orientation des modifica- 
tions qu'on envisage d'apporter aux programmes scolaires 
de mathématiques en vigueur en Union Soviétique. Par ail- 
leurs, on procède depuis quelque temps à une étude appro- 
fondie de nouveaux domaines d'application des mathéma- 
tiques: composition de programmes pour ordinateurs, cer- 
tains aspects de la cybernétique et de la recherche opéra- 
tionnelle, économétrie, linguistique mathématique, etc. 
L'assimilation de ces branches scientifiques exige, parallè- 
lement à un perfectionnement de l'appareil classique, le 
développement d'une technique combinatoire et de l'analyse 
discrète ainsi que la création de fécondes abstractions nou- 
velles. Toutes ces disciplines méritent certainement qu'on 
leur réserve aussi une place importante dans les ouvrages de 
vulgarisation scientifique. 


De nombreux sentiers conduisent de la lisière au cœur 
de la forêt. Ils serpentent, se rejoignent, se séparent de nou- 
veau pour se croiser un peu plus loin. Quand on se promène, 
on ne peut que remarquer leur abondance, en suivre quel- 
ques-uns. Si l'on veut sérieusement étudier la forêt, il faut 
en parcourir les sentiers jusqu'au bout, tant qu'ils se voient 
encore parmi les débris végétaux et les broussailles. Pour 
pouvoir exploiter les produits de la forêt, on est obligé 
de quitter les sentiers battus et de se frayer un chemin parmi 
les denses fourrés de buissons épineux. 

La présente brochure peut être assimilée à la description 
d'une promenade à la lisière des mathématiques modernes. 
L'exposé des faits essentiels se rapportant aux caractères 
de divisibilité nous fournit.un prétexte pour aborder certains 


problèmes assez abstraits de mathématiques discrètes. Au 
nombre de ces problèmes figurent, en premier lieu, les pro- 
positions de la théorie élémentaire des nombres groupées 
autour du théorème fondamental de l'arithmétique et de 
l'analyse de la décomposition canonique d’un nombre natu- 
rel en facteurs premiers. La divisibilité même des nombres 
est considérée en tant que relation sur un ensemble de nom- 
bres entiers, c'est-à-dire en tant que réalisation d'une notion 
assez générale et abstraite. Enfin nous traitons les caractè- 
res de divisibilité comme des algorithmes qui permettent de 
vérifier si un nombre est divisible par un autre nombre don- 
né. Parmi les caractères de divisibilité, l’auteur a cru bon 
de mettre surtout l'accent sur les cas des restes égaux. 
Pour mettre en relief les diverses relations entre faits 
mathématiques isolés et la possibilité d'approches diffé- 
rentes, certaines propositions sont démontrées deux fois. 


Ce livre est destiné aux élèves des classes terminales qui 
s'intéressent aux mathématiques. À l'exception de quelques 
références à la formule du binôme, il n'exige aucunes co- 
nnaissances préliminaires autres que l'aptitude à effectuer 
d'élémentaires transformations identiques. Toutefois, la 
structure logique de la matière traitée est assez compliquée, 
de sorte que l'entière assimilation de celle-ci peut exiger 
beaucoup d'attention et de patience. 

Le lecteur aura intérêt à procéder comme suit. 

A la première lecture, on peut se borner au texte prin- 
cipal des $$ 1-3, sans résoudre les problèmes (sauf les pro- 
blèmes 31, 33, 35, 41, 43, 45 et 46). On se fera ainsi une idée 
générale des questions abordées. Comme la plupart des pro- 
fanes en la matière sont convaincus de la justesse du théo- 
rème de la décomposition univoque d'un nombre naturel en 
facteurs premiers (le considérant apparemment comme une 
sorte d’axiome), ils peuvent comprendre les théorèmes 9-13 
comme ses corollaires. 


A la deuxième lecture, on doit essayer de démontrer soi- 
même tous les théorèmes dans l’ordre où ils se présentent. 
Pour éviter que le lecteur ne soit trop souvent tenté 
de se servir des démonstrations toutes prêtes, celles-ci ont 
été groupées dans une section à part, à l'exception de la 
démonstration du théorème 7, qui est appelée à donner le 


ton, en quelque sorte. 

A la deuxième lecture, il convient d'étudier le $ 4 et 
de résoudre les problèmes du texte principal. 

Finalement, à la troisième lecture, on abordera le texte 
en petits caractères et les problèmes qui s'y rapportent. 


DIVISIBILITÉ 
S 1 DES NOMBRES 


1. La somme, la différence et le produit de deux nombres 
entiers sont toujours des nombres entiers. On exprime par- 
fois ce fait en disant qu'un ensemble de nombres entiers est 
fermé par rapport à l'addition, la soutraction et la multi- 
plication. 

Par contre, l'ensemble de tous les nombres entiers n'est 
pas fermé par rapport à la division: d'une façon générale, 
le quotient de la division d'un nombre entier par un autre 
nombre entier n'est pas nécessairement entier. 

Aussi, quand on étudie les circonstances liées à la divi- 
sion de nombres entiers, l'une des premières questions qui 
se posent est-elle celle de la possibilité d'effectuer cette opé- 
ration pour deux nombres donnés, c’est-à-dire de la divisi- 
bilité de ces nombres. En ce qui concerne les autres opéra- 
tions arithmétiques sur des nombres entiers, une telle ques- 
tion ne se pose évidemment pas. 

Dans la suite nous supposons connues les principales 
propriétés des opérations arithmétiques sur des nombres 
entiers ainsi que les propriétés les plus simples des égalités 
et des inégalités. Sauf mention spéciale, le terme &« nombre » 
désigne toujours un nombre entier. 

Comme d'habitude, les nombres entiers non négatifs 
(0, 1,2, ...) seront appelés nombres naturels. S'il s'agit de 
tous les nombres naturels, nous dirons l'ensemble de tous les 
nombres naturels. 


© DÉFINITION, Le nombre «a est divisible par le nombre b 
(ou, ce qui revient au même, b est un diviseur de a) s’il exis- 
te un nombre c tel que a = bc. 

Ce fait est appelé divisibilité du nombre «a par le nombre b 
et se note a: b. 

Soulignons que a : b traduit non pas quelque opération à 
effectuer sur a et b, mais une certaine proposition qui peut 
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être juste ou fausse selon les valeurs de a et b. Ainsi, 4 : 2 
est juste, tandis que 4 : 3 ne l'est pas. 

On dispose d'un assez grand nombre de procédés pour vé- 
rifier si la proposition a : b est juste ou non, c'est-à-dire si a 
est divisible par b. L'un de ces procédés consiste à effectuer 
la division de a par b. Cependant, cette operation s'avère 
souvent trop longue et laborieuse et l'on éprouve naturelle- 
ment le désir d'établir la divisibilité sans effectuer la divi- 
sion même. Par ailleurs, et c'est là une considération qui 
n'est nullement superflue, il se peut fort bien qu'on s'inté- 
resse uniquement au fait de savoir si le nombre a est divisi- 
ble par le nombre b. En effectuant une division, on trouve 
aussi en passant le quotient de cette division ainsi que son 
reste (si la division n'est pas exacte) ; or, en l'occurrence, 
tous ces nombres n'ont pour nous aucune utilité, puisque la 
seule chose qui importe est de savoir si le reste de la division 
est oui ou non égal à zéro. On a donc des raisons de supposer 
qu'en effectuant la division, nous avons dépensé une partie 
(et non des moindres) de nos efforts en pure perte. On peut 
espérer que des procédés plus directs qu'une division pure 
et simple s'avéreront plus rationnels et permettront de par- 
venir au résultat voulu par une voie plus courte. De tels 
procédés existent. Il s'agit de ce qu'on appelle les caractè- 
res de divisibilité. 

Certains caractères de divisibilité sont certainement déjà 
connus du lecteur. Le but du présent ouvrage est d'examiner 
divers caractères de divisibilité surtout d'un point de vue 
de principe. 

L'idée de tout caractère de divisibilité par un nombre 
donné b est de ramener la question de la divisibilité d'un 
nombre a par b à celle de la divisibilité par b d’un certain 
nombre inférieur à a (on conçoit aisément que c'est égale- 
ment l’idée du procédé utilisant une division ordinaire). 

De la sorte, un caractère de divisibilité se trouve être 
un objet mathématique d'une nature très répandue, encore 
qu'elle ne saute pas aux yeux. Il ne s'agit pas d'une formule, 
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d'un théorème ou d'une définition, mais d'un certain pro- 
cessus exactement du même genre que l'opération qui con- 
siste à multiplier deux nombres par la méthode usuelle, ou 
encore le calcul l’un après l’autre des termes d'une progres- 
sion arithmétique. 

La notion de caractère de divisibilité sera précisée au 
paragraphe suivant. 


2. La définition de la divisibilité des nombres ne nous ren- 
seigne pas sur le nombre de valeurs différentes que peut 
prendre le quotient de la division de a par b. Tirons cette 
question au clair une fois pour toutes. 


Soit 

a = bc (1) 
et par ailleurs 

a = bei. 
On en déduit que 

bc — bc, 
ou 

b (c — C1) = (0. 


Si, d'autre part, b=£ 0, on a c — c; = 0, c'est-à-dire que 
c = ©. Si, par contre, b = 0, alors a = 0, et l'égalité (1) 
est vraie quel que soit c. 

De la sorte, seul 0 est divisible par 0, et le quotient d'une 
telle division est indéterminé. C'est précisément ce que l'on 
a en vue quand on parle de l'impossibilité de diviser par 0. 
Si, au contraire, le diviseur est non nul et que le dividende 
soit divisible, le quotient a une seule valeur parfaitement dé- 
finie. 

Toutes les fois qu'il sera question de division, nous sup- 
poserons le diviseur différent de zéro. 

Etablissons quelques-unes des propriétés les plus simples 
de la divisibilité. 


© THÉORÊME 1. G: a, 
La divisibilité est réflexive. 
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© THÉORÊBME 2. Sia:bet bic, alorsa:c. 
La divisibilité est transitive. 


@ THÉORÈME 3. Si a: b et bia, on a soit a = b, soil a = 
— —b (la divisibilité est antisymétrique). 


@ THEORÈME 4. Si a: bet|b|=>]a|, alors a = 0. 
© CONSÉQUENCE. Si a:bet a 0, alors |a| >]bl|. 


@ THÉORÊBME 6. Pour que a:b, il faut et il suffit que 
lali:lèt 


Ce théorème nous permet de nous borner au cas où le 
diviseur est un nombre positif. 


@ THÉORÈME 6. Si ab, @&:ib,..., 4An:b,on a 
dy + Ao + Ses + a, : b. 


@ CONSEQUENCE. Si la somme de deux nombres et l'un des 
termes sont divisibles par un nombre b, l’autre terme l'est 
également. 

Tous ces théorèmes ne doivent pas être considérés comme 
évidents et susceptibles de se passer de démonstrations. 
Outre qu'en mathématiques toute proposition autre que les 
axiomes et les définitions doit nécessairement être démontrée, 
les preuves de ces faits (par exemple de celui que chaque nom- 
bre divise lui-même) sont indispensables du point de vue 
de principe, car ne pouvant être déduites de la seule défini- 
tion de la divisibilité, elles exigent qu'on ait recours aux 
propriétés des nombres eux-mêmes. 


L'exemple suivant nous aidera à rendre ce point plus explicite. 

On sait que la somme, la différence ct le produit de nombres 
pairs sont toujours des nombres pairs. Cependant, la division d'un 
nombre pair par un nombre pair n'est pas toujours possible et quand 
elle l'est, le quotient n'est pas forcément un nombre pair. Aussi peut-on 
introduire la notion de divisibilité paire de nombres pairs. 


© DÉFINITION. La divisibilité d'un nombre He a par un nombre 
pair b est paire s’il existe un nombre pair c tel que a = be. 
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Il est évident que le théorème 1 n est pas vrai pour le cas de la 
divisibilité paire, car il n'existe pas, par oxemplo, de nombre pair 
c tel que a = ac. 

Nous aurons encore plusieurs fois l'occasion de revenir sur les 
questions de divisibilité paire de nombres pairs. L'exemple de la divi- 
sibilité paire montre qu'on peut concevoir diverses théories de la divi- 
sibilité À propriétés différentes et que des théorèmes qui sont justes pour 
certaines de ces théories peuvent s'avérer faux pour d'autres. 


Problèmes. Démontrer que 

1. O:ia. 

2. a:1. 

3. Si 1:a, alors a = 1. 

4. Quel que soit a =£ 0, il existe un b différent de a tel 
que b:a. 

5. Pour tout a, il existe un b tel que b : cet c : a entraînent 
soit c = b, soit c = a. 


6. Démontrer pour la divisibilité paire les théorèmes analogues 
aux théorèmes 2, 3, 4 et 5. 

7. Elaborer une théorie de la divisibilité telle que les théorèmes 
1, 3 et 4 soient justes mais non les théorèmes 2 et 6. 


3. Quand on se familiarise même très superficiellement avec 
les faits concrets de la divisibilité, on est immédiatement 
frappé par la circonstance suivante: la divisibilité des nom- 
bres est pratiquement indépendante de leur grandeur. Ainsi, 
alors qu'il y a de petits nombres à un nombre relativement 
élevé de diviseurs (6 pour le nombre 12, à savoir, 1, 2, 3, 4, 6 
et 12 et 12 pour 60), certains grands nombres n'en ont que 
deux (conformément au théorème 1 et au problème 2, cha- 
que nombre différent. de l'unité est divisible par deux nom- 
bres distincts au moins). On connaît des lois qui régissent 
la relation qui existe entre la divisibilité d'un nombre et sa 
grandeur, mais elles sont si compliquées que nous les laisse- 
rons de côté. 


4. On note avec un intérêt d'autant plus grand que la divi- 
sibilité même permet de disposer les nombres selon un cer- 
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tain ordre qui, tout en différant de leur ordre naturel, n'en 
présente pas moins avec celui-ci bien des points en commun. 
En effet, réfléchissons à ce que signifie exactement la 
possibilité de disposer des nombres dans l’ordre naturel. Cette 
possibilité, on le voit aisément, implique que deux nombres 
naturels quelconques a et b vérifient la relation: 


a > b, 


c'est-à-dire que la différence a — b est non négative (autre- 
ment dit qu'il doit exister un nombre naturel c tel que a — 
—= b + c). Or, le phénomène de divisibilité signifie que deux 
nombres quelconques a et b vérifient une condition par- 
faitement définie (à savoir il existe un nombre entier c tel 
que a = bc)! De la sorte, la relation de divisibilité et la 
relation >> sont de même nature, ce qui fait qu'on peut parler 
de leurs propriétés communes ou, au contraire, les opposer 
l'une à l’autre. 

En particulier, à l'instar de la relation de divisibilité, 
la relation > entre deux nombres naturels constitue une cer- 
taine proposition qui peut être juste (par exemple, 5 > 3) 
ou fausse (par exemple, 3 > 5). 

Notons immédiatement que la relation > présente plus 
de propriétés communes avec la relation de divisibilité que 
la relation >. Cela s'explique par le fait que, de même que 
la relation de divisibilité, la relation > est réflexive (en 
effet, «a > a est juste pour n'importe quel a), tandis que la 
relation >> ne l'est pas (l'inégalité a > a n'est jamais vraie). 
Aussi considère-t-on en l'occurrence en qualité de relation 
d'ordre entre nombres naturels la relation > et non la rela- 
tion >>, qui pourrait sembler à première vue plus simple et 
plus naturelle. 

5. Fe relation => possède les propriétés suivantes qu'on vérifie aisé- 
ment : 

1° a > a (réflexivité). 

2° Sia>bet b > a, alors a — b (antisymétrie). 

3 Sia>bet b>c, alors a > c (transitivité). 
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4° Toute suite naturelle 
A2 23 > ... Zn > ... 


dont tous les termes sont distincts, a un dernier terme. On dit alors 
que la relation d'ordre est une relation d'ordre total dans un ensem- 
ble de nombres naturels. 

Cette dernière propriété est assez compliquée à formuler et pré- 
sente un caractère quelque peu artificiel. Cependant, elle révèle des 
traits extrémement importants de la structure d'un ensemble de nom- 
bres naturels muni d'une relation d'ordre notée >. On en déduit de 
nombreuses autres propriétés de cette relation. De plus, nous verrons 
que c'est précisément sur cette propriété que se fondent les raisonnoe- 
ments par récurrence auxquels on a si souvent recours dans diverses 
questions de mathématiques. 

En qualité d'application utile de cette propriété, notons la sui- 
vante : il existe un nombre a tel que a > b entraîne a — b (a et b 
sont des nombres naturels). 

En effet, si un tel nombre n'existait pas, nous pourrions d’après 
chaque a, trouver un nombre a,,;, tel que a, > 4,41 ta,  an+#1. 
En commençant par un nombre a, quelconque, nous obtiendrions la 
suite 


U>@2>A32> ce. Zn Zn > 


qui ne so termine jamais. Or, l'existence d'une telle suite est contraire 
à l'existence de la relation d'ordre total dans un ensemble de nombres 
naturels. 

De la sorte, le nombre a existe effectivement. On l'appelle pre- 
mier nombre ou nombre minimal (c'est évidemment 0). Notons que 
nous n'avons pas, en l'occurrence, établi l’unicité du nombre minimal. 
Cette unicité sera prouvée plus loin par uno voie indirecte. 

5° Quel que soit a, il existe un nombre b distinct de a tel que 
b > a. | 

* On dit alors que l’ensemble de nombres naturels est illimité au 
sens de la relation >. 

6° Pour tout a = 0, il existe un b tel que a > b, a -£ b, et pour 
tout ce, a > c > b implique soit c — a, soit c — b. Intuitivement, 
tout nombre naturel sauf O possède un antécédent et un soul 
(autrement dit, l’ensomble de tous les nombres inférieurs à un nombre 
donné possède un élément maximal). 

7° a > b ou b > a (dichotomie). En mathématiques, le terme do 
dichotomie (du grec dikhotomia, division en deux parties égales) expri- 
me généralement la réalisation obligatoire de l'une de deux possibilités. 

Soulignons que 1°-7° sont les propriétés de la relation même 
sur l'ensemble de tous les nombres naturels et non les propriétés de 
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tels ou tels nombres liés par cette relation. Aussi certaines d'entre 
elles peuvent-elles s'avérer fausses pour une relation entre deux nom- 
bres basée sur un autre critère quelconque. 

Problème 8. S'appuyant uniquement sur les propriétés 1°-7° de 
la relation > ct sans se servir de propriétés quelconques des nombres 
mêmes et des opérations sur ces nombres 

a) démontrer l’unicité du nombre minimal, 

b) démontrer l'unicité de l'antécédent, 

c) formuler la définition du successeur d'un nombre donné a 
(c'est-à-dire du nombre a -- {); prouver son existence et son unicité. 

Problème 9. Vérifier lesquelles des propriétés 1°-7° restent vraies 


pour Ja relation >. 


6. La validité des propriétés de la relation > (do même que do touto 
autre) peut être établie de deux façons. Premièrement, on peut so 
servir des propriétés de tels ou tels nombres ou des particularités de 
structure connues de l’ensemble de tous les nombres naturels. C'est 
précisément ainsi que nous avons vérifié les propriétés 1°-7°. Deuxiè- 
mement, on peut, après s'être assuré de la validité des propriétés 
1°-7°, faire Sbctraction du fait que la relation > est une relation 
binaire et établir les autres propriétés de cette relation uniquement 
à partir de 1°-7°. C'est ainsi que nous avons prouvé l'existence d’un 
nombre minimal et les propositions du problèmo 8. 

La deuxième approche dite ariomatique est très courante en 
mathématiques modernes: on établit certains ariomes (en l'occurrence, 
ce sont les propositions 1°-7°) qui reflètent les propriétés essentielles 
des objets étudiés ot se passent de démonstrations: puis, à partir de 
ces propriétés, on déduit par voie purement logique (sans recourir de 
nouveau aux propriétés des objets étudiés) toutes les autres proposi- 
tions qu'on qualifie de théorèmes. 

Il semblera peut-être à certains de nos lecteurs que l'examen des 
propriétés des relations indépendamment des objets pour lesquels 
elles sont définies (des nombres, par exemple) constitue le summum 
de l’abstraction mathématique dont on n'a absolument que faire dans 
la vie pratique. A co propos, deux remarques s'imposent. 

Premièrement, outre que, du point de vue des mathématiques 
modernes, tous les raisonnements que nous tenons ici ne sont nulle- 
ment abstraits, de nos jours les mathématiciens sont appelés à étudier 
simultanément de nombreuses relations, voire À établir de nouvelles 
relations (des relations du esecond ordres en quelque sorte) pour des 
couples do relations existantes. 

L'exposé ci-dessus permet d'illustrer la notion de relation entre 
relations à l'aide d'un exemple. 

Soit une certaine collection de relations «, B, .. entre nombres 
naturels. Cela signifie que, pour deux nombres quelconques a, b ct 
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ur toute relation y de la colection, on sait si le couple a, b vérifie 
M relation y. Si la relation y porte sur a et b, on écrit ayb. 

On dit que la relation & est plus forte que la relation f et on note 
a D f si deux nombres quelconques vérifiant la relation f vérifient 
également la relation @&, c'est-à-dire si aBb entraîne acb. 


Ainsi, en désignant la relation de divisibilité paire par . , On peut 
pair 
écrire : — * Ensuite, il est évident que > =. Au contraire, on n'a 
pair 
ni°:D>ni>:, carla relation de divisibilité et la relation > no 


sont pas liées par la relation =. C'est ce que nous avons expliqué au 
numéro 3. 

Certes, pour manipuler à son aise des notions aussi complexes que 
les relations entre relations, un entraînement spécial est indispensable, 

Deuxièmement, des raisonnements de ce genre, voire encore plus 
abstraits, se rencontrent de plus en plus souvent dans les applications 
des mathématiques à l'économie, la biologie, la linguistique ct l'art 
militaire. Malheureusement, des explications plus détaillées à co sujet 
nous entrainecraient trop loin. 


7. Le fait pour un ensemble de nombres naturels d'être 
ordonné par la relation > est étroitement lié à la possibi- 
lité d'utiliser la méthode de l'induction complète ou le raison- 
nement par récurrence. Ci-dessous le schéma de ce mode de 
raisonnement. 

Soit une propriété À (7) d'un nombre naturel ». En fait, 
cela signifie que nous avons affaire à une suite infinie de 
propriétés 


À (0), À (1),..., A (n),... 


de chacun des nombres naturels. Supposons que 

a) À (0) *) est vraie: 

b) pour tout x A(n) entraîne À (n + 1). 

Avec les hypothèses a) et b) À (n) est vraie pour tout nom- 
bre naturel n. 


*) Le raisonnement par récurrence peut être aussi fait à partir de 1. 


19 2e 


Le raisonnement par récurrence ne constitue pas une proposition 
indépendante, il peut être déduit des propriétés 1°-7° relatives à l'or- 
dre d'un ensemble de nombres naturels muni de la relation >. 

En effet, supposons que les hypotèses a) et b) soient vérifiées pour 
la propriété À (n), mais que la conclusion ne soit pas valable. Cette 
dernière circonstance signifie qu'il doit exister des nombres m tels 
que À (m) soit fausse. Soit m, l'un de ces nombres. Si À (n) est vraie 
pour tous les » < m,, m, est le plus petit des nombres pour lesquels 
A (n) n'est pas juste. Si, par contre, À (n) n'est juste que pour certains 
n << my, il dait exister un m2 << m, tel que À (m2) soit faux. 

En définitive, nous obtenons une suite de nombres distincts 


My MD... > MZ... (2) 


ur chacun desquels À (m) n'a pas licu. D'après la propriété 4° de 
relation >, le dernier terme de la suite (2) doit être m,. 11 est évi- 
dent que le nombre "», est le plus petit de tous les nombres pour les- 
quels À (n) est faux. 
Etant donné que À (0) est juste par hypothèse, m, -£ 0, de sorte 
qu'il existe un nombre m*, l’antécédent de m, (en fait ce nombre est 


m, — 1). Etant donné que m* << m,, la proposition À (m*) doit être 


vraie. Mais alors, d'après l’hypothèse b) du raisonnement par récurren- 
ce, À (m* + 1), c'est-à-dire À (m,), doit être vraie elle aussi, et nous 


aboutissons à une contradiction. Donc, il n'y a pas de nombres m 
pour lesquels À (m) ne soit pas valable. 

Une remarque s'impose. Les raisonnements ci-dessus ne sont pas 
une démonstration ni une justification de la méthode. Ils signifient 
seulement qu'il est possible de déduire une proposition mathématique 
d'autres propositions (des propriétés de la relation >). Quant à ces 

ropriétés, nous les avons admises en qualité d'axiomes et nous ne 
aisions que les vérifier. Toute tentative de les démontrer impliquerait 
inévitablement la nécessité d'introduire de nouvelles conditions sous 
forme d'axiomes. 

En particulier, la démonstration des propriétés relatives à l'ordre 
total exige toujours un raisonnement par récurrence (le lecteur s'en 
assurera lui-même). 

Dans la suite nous aurons souvent recours à ce mode de raisonne- 
ment. 

Problème 10. Supposons que des couples d'objets de nature quel- 
conque (nombres, points, fonctions, théoremes, etc.) sont liés par une 
relation £- aux propriétés analogues aux 1°-7°. Démontrer que ces 
objets (éléments) peuvent alors être numérotés (c'est-à-dire inscrits 
dans un certain ordre): A1, A4», A3, . .. de telle sorte que À, £- 4; 
si et seulement si i > j. 
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Fig. 1 


Ce que nous venons de dire signifie, au fond, que la relation 
munie des propriétés 1°-7° ardonne 1 ensemble en une chaîne linéaire 
d'éléments: 


A1 3 42-3433... 


8. Revenons à la relation de divisibilité. En cas de nombres positifs, 
les théorèmes 1, 2, 3 et les problèmes 3, 4 et 5 montrent que, dans 
les propositions 1°-6°, la relation > peut être remplacée par la relation .. 
Quant à la proposition 7°, appliquée à la divisibilité, elle s'énoncoe 
ainsi: « do deux nombres, un au moins est divisible par l'autre ». 
Or, cela est faux. De la sorte, la relation de divisibilité possède toutes 
les propriétés de la relation d'ordre à l'exception d'une seule. En con- 
séquence, la relation de divisibilité ordonne des nombres naturels 
non sous la forme d'une chaîne linéaire, mais d'une manière différente, 
lus complexe (voir fig. 1). Remarquons que les nombres proches quant 
L leur grandeur s'avèrent assez « éloignés » l’un de l'autre du point 
de vuo de leur divisibilité, témoin les nombres 4 et 5 ou 7 et 8. 
Passons de la divisibilité de nombres entiers positifs à celle des 
nombres naturels, autrement dit introduisons le zéro. Dans ce cas, le 
schéma de la figure so complétera d'une case au-dessus de toutes les 
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autres, car le zéro se divise par n'importe quel nombre, tandis qu'au- 
cun nombre non nul n'est divisible par 0 

Nous laissons au lecteur le soin de formuler et de vérifier les pro- 
positions 1°-7° pour ce cas. 


9. DÉFINITION. Toute relation £& vérifiant les conditions: 

1° ag a (réflexivité), 

2° ag bet b£& a entrainent a — b (antisymétric), 

3 ag be&tb£c entraînent a£$ c (transitivité), 
est une relation d'ordre partiel. Les relations d'ordre partiel jouent 
un grand rôle en l'absence d'un « véritable » ordre total, par exemple 
là où chaque objet est décrit ou évalué d'après plusieurs indices 
différents et qualitativement incomparables. 

On peut prendre pour exemple le classement d'une épreuve spor- 
tive combinée. Si l’une des équipes s'est classée première dans toutes 
les disciplines, il est évident qu'on peut la considérer comme ayant 
obtenu de meilleurs résultats. Mais si elle a été victorieuse dans toutes 
les compétitions sauf une, celle de croquet mettons, où elle a été battue 
par son adversaire, la question du classement général n'est déjà plus 
si facile à résoudre. Les mordus du croquet peuvent même insister pour 
que l'équipe ayant remporté la victoire dans cette discipline soit clas- 
sée avant l’autre. En tout cas, un classement général doit dépendre 
de certains calculs conventionnels des points obtenus. 


10. Les conditions 1°-3° dont l'observation fait de £& une relation 
d'ordre partiel sont peu précises. Aussi les ensembles partiellement 
ordonnés (qui le sont d'ailleurs de manières très différontes) sont com- 
posés d'éléments les plus divers. À cet égard, quand on dit d'une rela- 
tion quelconque que c'est une relation d'ordre partiel, on ne saurait 
ajouter grand-chose à cette qualification. Ainsi, on ne saurait, en géné- 
ral, à l'égard d'objets pour lesquels on a défini une relation d'ordre 
partiel recourir à la méthode de la récurrence mathématique. 

Complétons cependant les conditions 1°-3° par les suivantes: 

4° ordre total, 

5° ensemble illimité, 

6° chaque élément différent de l'élément minimal est le suivant 
d’un autre nombre unique, 

8° chaque élément est précédé d'éléments en nombre fini, 

9 quels que soient a et b£& a (b -Æ a), il existe un nombre c 
prédécesseur de b tel que c & a. 

Il s'avère que l'existence d'un ensemble de nombres naturels par- 
tiellement ordonné par une relation, satisfaisant aux conditions 1°-6°, 
8° et 9°, permet une forme un peu modifiée du raisonnement par récur- 
rence. 
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Soit de nouveau 4 (7) une propriété d'un nombre n. Supposons que 

a) À (a), où a est un nombre minimal au sens de la relation d'or- 
dre &, est vraie, 

b) si n est un nombre quelconque ct que À (m) soit vraie pour 
tous les m tels que n £& m ct n -Æ m, À (n) est vraie. 

Selon ce type de raisonnement si les conditions a) et b) sont véri- 
fiées, À (n) est juste pour n'importe quel n. 

Problème 11. Déduire une « nouvelle forme » du raisonnement 
par récurrence de sa « vicille forme s. 

Comme la relation de divisibilité sotisfait aux conditions 1°-6°, 
8° et 9° (formulez et vérifiez les relations 8° ct 9° pour la relation de 
divisibilité), ce mode de raisonnement peut s'appliquer et s'énonce 
comme suit : si une propriété À (n) est vraie pour n = 1 et si, la suppo- 
sant vraie pour tous les diviseurs du nombre n différents de n, on peut 
démontrer sa validité pour n, alors À (n) est vraie pour n'importe 
quel nombre. 


11. Comme on l’a vu, il n’est pas toujours possible d'effec- 
tuer la division exacte de nombres entiers. Aussi est-il uti- 
le d'examiner parallèlement une opération plus générale, 
toujours possible et qui, quand la division se fait exactement, 
coïncide en fait avec celle-ci. Il s'agit de la division avec 
reste. 


@ DÉFINITION. Diviser avec reste un nombre «a par un nom- 
bre b (b > 0), c'est représenter a sous la forme 


a —=bq+r, 0O<r<b. 

g est appelé quotient incomplet et r reste de la division 
de a par b. Il est évident que r — 0 si et seulement si a : b. 
Dans ce cas, q est égal au quotient de la division de a par b. 

Démontrons qu'on peut toujours effectuer une division 
avec reste et que le quotient incomplet et le resto sont bien 
définis par le dividende et le diviseur, c'est-à-dire uniques. 

Soit d’abord a => 0. Formons une suite de nombres 

a, a —b, a — 2b, ... (3) 
jusqu'à ce qu'on ait un nombre négatif (il est évident qu'il 
apparaîtra tôt au tard *)). Supposons que le dernier des ter- 


*) Pour être plus exact, cela résulte de l'ordre total d'un ensemble 
de nombres naturels muni de la relation >. 
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mes non négatifs de la suite (3), c'est-à-dire le plus petit 
d'entre eux, soit le nombre a — bq. En le désignant par r, 
on a 


a = bq + Tr. (4) 


Il est évident que r << b (sinon le nombre r — b, c'est-à- 
dire a — (q + 1) b, scrait non négatif, ce qui est impossi- 
ble, car r est Le plus petit des nombres non négatifs de (3)). 
De la sorte, (4) est la représentation cherchée du nombre a. 

Supposons maintenant que a << 0. En raisonnant de fa- 
çon analogue, écrivons une suite de nombres 


a,a + b, a + 2b, 


jusqu'au premier nombre r non négatif (on vérifie aisément 
que r << b). Supposons que 


r = a + bg", 
auquel cas, en désignant — g’ par q, on a 
a =bq+r, 


C.Q.F.D. 

Nous avons ainsi prouvé qu'on peut toujours effectuer 
une division avec reste. 

Démontrons maintenant l’unicité de cette division, c'est-à- 
‘dire que si 


=bq+r (5) 
et si 
= bg: +- rs (6) 


onag=qelr=r:. 

On ne saurait se dispenser d'une telle démonstration de 
l'unicité en arguant du fait que, comme l'opération de sous- 
traction est univoque, la suite (3) peut être construite de 
façon unique; son dernier terme non négatif est également 
bien défini ; supposons que ce soit notre r ..., etc. Un tel 
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raisonnement n'élimine pas l’éventuelle obtention d'autres 
valeurs de q et de r par quelque voie absolument différente. 
En comparant les relations (5) et (6), on voit que 


bg+r=bq+r, 
d'où 
r —r; = b (q; — q), 


c'est-à-dire que r = r, est divisible par b. Mais|r —r,| < 
< bet, d'après le théorème 4, cela n'est possible que pour 
r — r = 0, c’est-à-dire pour r = r;. Mais alors 


b(qg; — q) = 0 


et, comme le nombre b est différent de zéro, qq, — q = 0, 
donc qi = q. L'unicité de la division avec reste est ainsi 
prouvée. 

De la sorte, nous avons démontré le théorème suivant. 


@ THÉORÈME 7 (relatif à la division avec reste). Pour des 
nombres quelconques a et b(b=>0), des nombres r et q tels que 
a = bq+r, 0 Lr< b, existent et sont uniques. 


Problème 12. Formuler et démontrer le théorème sur la division 
avec reste pour une divisibilité paire. 


12. DÉFINITION. Un nombre p différent de l'unité est 
premier s'il n'a pas d'autres diviseurs que lui-même et l'unité. 
Comme exemples simples de nombres premiers, citons les 
nombres 2, 3, 5, 7, 11, 13, etc. 
Un nombre différent de l'unité et non premier est dit 
com posé. | ; 


@ THÉORÈME 8 La suite des nombres premiers est  illi- 
mitée. 

Tout nombre qui divise à la fois les nombres a et b est 
appelé diviseur commun à ces nombres. Le plus grand des di- 
viseurs communs aux nombres a et b est leur plus grand com- 
mun diviseur qu'on note PGCD (a, b). 
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Si le plus grand commun diviseur de a et b est égal à 
l'unité, ces nombres sont premiers entre eux. 

En d’autres termes, a et b sont premiers entre eux s'ils 
n'ont d'autre diviseur commun que l'unité. 
@ THÉORÈME 9. Si aet p sont des nombres naturels et que, 
de plus, p soit premier, alors on a ou bien a: p, ou biena et p 


sont premiers entre eux. 
Tout nombre divisible à la fois par les nombres a et b 


est appelé multiple commun à ces nombres. Parmi tous les 
multiples positifs communs à a et b, le plus petit est appelé 
le plus petit commun multiple de ces nombres. 


% 


@ THÉORÈME 10. Si A] est le multiple commun à a et b 
et m leur plus petit commun multiple, alors M :m. 


© THÉORÈME 11. Le plus petit commun multiple de deux 
nombres premiers entre eux est égal à leur produit. 


@ CONSÊQUENCE. Pour qu'un nombre a soit divisible 
par des nombres b et c premiers entre eux, il faut et il suffit 
qu'il soit divisible par leur produit. 

© THEORÈME 12. Si ab: c etbetc sont premiers entre eux, 
alors a: c. 

© THÉORÈME 13. Si le produit de plusieurs facteurs est 
divisible par un nombre premier p, l'un au moins des facteurs 
est divisible par p. 

@ CONSÉQUENCE. Si p esl premier, 0 << k << p, le nombre 


1-2... (p—1)p 


= 
1.2... (—D)k 2... (p—k—1)(p—h) 


est divisible par p. 


© THÉORÈME 14. (théorème fondamental de  l'arithmé- 
tique). Tout entier positif différent de l'unité est décomposable 
d'une seule manière en facteurs premiers (les produits qui ne 
diffèrent que par l'ordre de leurs facteurs sont identiques). 
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Le théorème fondamental de l'arithmétique montre qu'il 
est en principe possible de décomposer n'importe quel nombre 
en facteurs premiers. Cependant, en pratique, cette décompo- 
sition se heurte parfois à de grandes difficultés que les mathé- 
matiques modernes ne sont pas encore toujours en mesure 
de surmonter. Pour décomposer de grands nombres en fac- 
teurs premiers ou vérifier s'ils sont premiers, on se sert ac- 
tuellement d'ordinateurs. Ainsi, on n'a établi qu'en 1957 que 
le nombre 2%17 — 1 est premier; comportant 969 chiffres, 
c'est le plus grand des nombres premiers actuellement con- 
nus. Il a fallu 5 heures et demie à un ordinateur rapide pour 
prouver qu'il s'agit d'un nombre premier. 

Soit un certain nombre a décomposé en facteurs premiers. 
En groupant les facteurs égaux, on obtient la formule sui- 
vante: 


a=pi ps... per, (7) 


OÙ Pis P2s +: -s Pr Sont des nombres premiers distincts et 
is Mo . . ., @r des entiers positifs. Le produit du deuxième 
membre de la formule (7) est appelé décomposition canonique 
du nombre a. 


© THÉORÈME 15. Pour que des nombres a et b soient pre- 
miers entre eux, il faut et il suffit qu'aucun des facteurs pre- 
miers faisant partie de la décomposition canonique de a ne figu- 
re dans la décomposition canonique de b. 


© THÉORÈME 16. Soit (7) la décomposition canonique 
du nombre a. Dans ce cas, pour que b soit divisible par a, il 
faut et il sufjit que. 
. . . «a 
b'p;', b:p;,...,b:p". 

I1 découle des théorèmes 15 et 16 que la divisibilité par 
un produit de plusieurs nombres premiers entre eux équi- 
vaut à la divisibilité simultanée par chacun d'entre eux. 


Problème 13. Majorer le plus petit diviseur premier du 
nombre non premier a. 
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Problème 14. Soit 
&y, aa er à 


Pi D, resp 
la décomposition canonique du nombre a. Dans ce cas, pour 
qu'il y ait divisibilité de a par b, il faut et il suffit que la 
décomposition canonique de b se présente sous la forme sui- 
vante 


b= php}... plr, 


où OLSB La, OLBr La, ..., O LB, a. 


Problème 15. Désignons par + (a) le nombre de diviseurs distincts 
du nombre a (y compris l'unité et le nombre a lui-même). Démontrer 
que pou” lo nombre a dont la décomposition canonique est 


pat, PS2 . + Pr: on 4: 
t(a)= (a+ 1) (aa 1)... (a+ 1). 
Problème 16. Trouver a si a : 3, a : 4 et + (a) — 
Problème 17. La décomposition canonique du Jens a a la forme 
pa par et T(a?) = 81. Que vaut T (at)? 

Problème 18. Calculer a si a = 2T (a). 

Problème 19. Les analogues des théorèmes 11- Se sont-ils justes 
pour une divisibilité paire ? 

Problème 20. Etant données les décompositions canoniques 
de deux nombres quelconques, indiquer le procédé de construc- 
tion des décompositions canoniques du PPCM et du PGCD 
de ces nombres. 


9 DIVISIBILITÉ 

$ DES SOMMES ET DES PRODUITS 

1. Lors d'une division avec reste, on ne s'intéresse souvent 

qu'au reste de la division d’un nombre a par un nombre b, 

la grandeur du quotient incomplet étant inessentielle. 
Supposons, par exemple, que l’on veuille savoir quel jour 

de la semaine sera le 1°" janvier de l'an 2000 (en supposant, 

bien entendu, que le calendrier actuellement en vigueur le 

soit encore à l’époque). On vérifie aisément en consultant le 
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calendrier correspondant que le {°° janvier 1973 était un 
lundi. Les 27 ans qui séparent ces dates comprennent 27 X 
X 365 + 6 (ce dernier terme est le nombre des années bis- 
sextiles entre 1973 et l'an 2000), soit 9861 jours, soit 1408 
semaines et 5 jours. À l'issue de 1408 semaines, ce sera de 
nouveau lundi ; donc, le 1% janvier de l'an 2000, soit 5 jours 
plus tard, sera un samedi. Il est évident que pour résoudre 
le problème ci-dessus, on a besoin de connaître non pas le 
nombre exact des semaines qui séparent 1973 de 2000, mais 
seulement le nombre des jours qui s'écouleront au cours de 
cette période en sus de ces semaines. 

Des problèmes de ce genre se posent parfois aux historiens, 
surtout aux orientalistes, lorsqu'ils comparent les dates in- 
diquées par des calendriers différents. 

Il peut sembler que pour trouver le reste de la division 
d'un nombre par un autre, le plus simple soit d'effectuer 
directement cette division. Cependant, en pratique, une telle 
opération s'avère souvent très laborieuse, surtout si, au lieu 
d'être inscrit dans le système de numération décimale qui 
nous est familier, le dividende considéré se présente sous la 
forme de quelque expression compliquée telle que 219% -- 
+ 31900, bar exemple. Par ailleurs, la plus grande partie de 
ce travail ira à la détermination du quotient incomplet qui, 
par lui-même, nous est inutile. Aussi a-t-on intérêt à chercher 
un procédé qui nous permette de trouver directement le 
reste sans calculer le quotient incomplet. 

Mettons l'un de ces procédés en évidence en l’appliquant 
à la résolution du problème ci-dessus qui consiste à établir 
quel jour de la semaine sera le 1% janvier de l’an 2000. On 
peut tenir le raisonnement suivant. Selon qu'elle est ordi- 
naire ou bissextile, une année comprend 365 jours (soit 52 se- 
maines plus 1 jour) ou 366 jours (soit 52 semaines plus 2 jours). 
Donc, toute la période qui sépare le 1% janvier 1973 du 
1er janvier de l'an 2000 comporte un certain nombre (qui 
importe peu) de semaines plus un nombre de jours égal à 
celui des années comprises dans cette période, chaque année 
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bissextile comptant pour deux. En l'occurrence, ce nombre 
de jours est de 27 + 6 = 33. En retranchant 4 semaines 
de ce nombre, on obtient 5 jours et ce sont eux qu'il convient 
d'ajouter à notre lundi. On s'aperçoit qu'un tel remplace- 
ment d'une année par une journée est la manifestation d'un 
procédé très général que nous nous proposons d'étudier ci- 
après. 


2. Etablissons quelques propriétés de deux nombres a et b 
donnant le même reste quand on les divise par un même nom- 
bre m. 


@ THÉORÊÈME 17. La condition nécessaire et suffisante pour 
que deux nombres donnés a et b divisés par un nombre m donnent 
des restes égaux est que leur différence soit divisible par m. 


@ THÉORÈME 18. Lorsque les nombres a,,a:, ..., 4, et 
b;, b2, . . ., b, donnent des restes égaux si on les divise respec- 
tivement par un même diviseur m, il en est de même des nombres 
a+ao+...<+anet bi + b: +... + b,, ainsi que des 
nombres aa ...4a, et bib... 0b,. 
© CONSÉQUENCE. Si les nombres a et b divisés par »# donnent 
des restes égaux, il en est de même des nombres a" et b" pour 
tout nombre naturel ». 

Le théorème 18 et sa conséquence nous fournissent déjà 
d'assez riches possibilités pour trouver les restes de divisions. 
En voici quelques exemples. 


@ EXEMPLE 1. Trouver le reste de la division de 
A = 1316 _— 225 .515 


par 3. Il est évident que quand on les divise par 3, le nombre 
13 et le nombre 1 donnent le même reste et qu'il en est de 
même de 2 et —1 et de 5 et —1. Donc, en vertu de ce qui a été 
démontré, la division de À et do 


416 —_ (—1)29 (—1)15 = 1 — 1 = 0 
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par 3 Jonne des restes égaux. Le reste cherché est donc O0 et À 
est divisible par 3. 
@ EXEMPLE 2. Trouver le reste de la division de ce 


même nombre À par 37. 
Représentons à cet effet le nombre À sous la forme sui- 


vante : | 
A = (137) — (2°) (5°). 

Etant donné que 13° — 169 et —16, 25 = 32 et —5, 5 — 
— 125 et 1.14 divisés par 37 donnent respectivement des 
restes égaux, il en est de même du nombre À tout entier et de 


(—16)° — (—5)° (--14)°, 
ou, ce qui revient au même, de 
(162)* + 708. 
Mais la division de 16°, c'est-à-dire 256, et de —3 de même 
que celle de 70 et de —4 par 37 donne des restes égaux. Donc, 
A et 
(—3)* + (—4)°, 
ou, ce qui est la même chose, 
81 — (25)? 
et aussi, par conséquent, 
81 — (—5)° = 81 — 25 = 56 

donnent le même reste quand on les divise par 37. 

Finalement, quand on les divise par 37, 56 et 19 donnent 
le même reste. Etant non négatif et inférieur à 37, 19 est 
donc le reste cherché. 

Problème 21. Trouver les restes des divisions suivantes: 

a) À = (116 + 1717)21: 8, 

b) À — 1456 : 17. 

Problème 22. Prouver que pour n'importe quel n: 

a) n3 + 11n : 6, 


b) 4" + 15n — 1:9, 
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c) 103" — { : 3"+#2, 
d) pour un a quelconque 


a2n+1 D (a — 1)"43 5 02 — a À, 


3. Les nombres a et b qui donnent le même reste quand on les divise 
par m sont dits congrus modulo m, ce qui se note 


a = b (mod ») 


(une telle relation s'appelle congruence). 

La congruence porte sur des entiers modulo m et jouit des proprié- 
tés suivantes : 

1° a = a (mod m) (réflexivité). 

En effet, a — a = 0 : m. 

2° Si a = b (mod m), alors b = a (mod m) (symétrie). 

En effet, si a — b: m,ona:b — am (ne serait-ce que d’après 
le théorème 5). 

3° Si a = b (mod m) et b = c (mod m), alors a = c (mod m) 
(transitivité). 

Pour le démontrer, il suffit de noter que, d'après le théorème 6, 
a—bimet b— cm entraînent a — cc: m. 

Si une relation (que nous désignons par —) est réflexive, symé- 
trique et transitive, elle est a pelée relation d'équivalence. L'exemple 
le plus simple d'une relation d'équivalence sur un ensemble de nom- 
bres est la relation d'égalité. 

Problème 23. Une relation d'équivalence — sur un ensemble de 
nombres partage cet ensemble en classes (appelées classes d'équivalen- 
ce) telles que deux nombres quelconques d'une même classe soient 
équivalents et que si deux nombres quelconques ne le sont pas, leurs 
classes d'équivalence soient disjointes. (Démontrer.) 

Dans ce problème, il s'agit d'une relation d'équivalence entre 
nombres. Mais il est tout aussi valable pour des relations portant sur 
des objets de nature absolument quelconque. 

Etant donné que la congruence modulo =» est uno relation d'équi- 
valence, elle divise également un ensemble de nombres entiers en 
classes, appelées classes résiduelles modulo m". 

4° Le nombre des classes résiduelles modulo = est égal à m. 

En effet, les deux nombres a et b appartiennent à la même classe 
résiduelle modulo m si, et seulemont si, ils donnent le même reste 
quand on les divise par m. Mais ce resto peut prendre exactement m 
valeurs: 0, 1, 2, ..., m— 1. Donc, le nombre de classes est lui 
aussi égal à m. 

Notons à ce propos une circonstance extrêmement intéressante. 
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Pour que toute classe résiduelle modulo m, soit incluse dans une 


certaine classe résiduelle modulo m>, il faut et il suffit que m1, : m2. 

En effet, soit K, une classe résiduelle modulo m, contenant le 
nombro 0. 11 est évident que la classe X; contient tous les nombres tels 
que, divisés par m1, ils donnent 0 pour reste, c'est-à-dire qui sont divi- 
sibles par m,. En particulier, cette classe contient le nombre mi. 
La classe résiduelle modulo ">: dont fait partie X, contient également 
0 et, par conséquent, tous les nombres divisibles par m2. Etant donné 
que parmi les éléments de cette classe figure le nombre m;,, on doit 


avoir my ? m2. La condition nécessaire est donc démontrée ; quant à la 
condition suffisante, elle est évidente. : 

De la sorte, la relation de divisibilité peut être déterminée par 
les relations entre classes résiduelles. Ce procédé permet de déterminer 
la divisibilité d'objets d'une nature bien plus générale et complexo 
que les nombres naturels. Le développement conséquent de ces idées 
conduit à la théorie des groupes, branche majeure de l'algèbre moderne, 
qui possède des applications importantes en physique théorique et en 
cristallographic. 

Poursuivons l'énumération des propriétés des congruences. Il 
découle directement du théorème 18 que: 

5° Si a = b (mod m) et c = d (mod m), alors 


a+c= 0b + d (mod =”). 
@ CONSÉQUENCE. Si a = b (mod m), alors 
a+r=b + r(mod ") 


pour tout entier r. 
6° Si a = b (mod m) et c == d (mod m), alors 


ac = bd (mod m). 


Les propriétés 5° et 6° montrent qu'à l'instar des égalités les con- 
gruences peuvent être additionnées ou multipliées membre à membre. 

Problème 24. Si une rélation d'équivalence — définie sur un ensem- 
ble de nombres entiers partage cet ensemble en m classes, a — b ct 
c — d entroînant a + c = b +- d, cette relation est la congruence 
modulo m (c'est-à-dire que a — b si, et seulement si, a = b (mod m)). 

Problème 25. Enoncer ct démontrer les règles de simplification 
des congruences. 

Problème 26. Si un nombre premier p ne divise pas a, aucuns deux 
nombres de la suite a, 2a, 3a, ..., (p — 1)a ne sont congrus modulo p. 
Aussi en divisant les nombres a, 2a, 3a, . .., (p — 1)a par p obtient- 
on tous les restes, sauf 0, chacun uno seule fois. 
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Problème 27. (Théorème de Wilson.) Pour ui ‘un ne 
bre Fe soit premier, il faut et il nu que (p— 1) +1 1.2. 
— 1) + { soit divisible 
Dora 28. Enoncer et démont ontrer, pour le cas des restes égaux, 
un théorème analogue au théorème 16. 


CARACTÈRES DE CONGRUENCE MODULO Mm 
ET CARACTERES DE DIVISIBILITÉ 


1. Voici un procédé très courant pour trouver le reste de la 
division d’un nombre naturel a quelconque mais fixe par un 
nombre naturel m donné. Formons la suite de nombres natu- 
rels 


a = A0 Ai, A2... (8) 


donnant le même reste quand on les divise par m et cela de 
sorte que tout terme égal ou supérieur à m soit suivi d'au 
moins un terme. Il est clair que, dans ce cas, le dernier terme 
de la suite (8) (s'il existe, évidemment) est égal au reste r 
de la division de a par m. 

L'exemple le plus simple d'une telle suite est la suite (3) 
du n° 11, $ 1. La recherche du reste dans les exemples Î et 2 
du paragraphe précédent se ramène au fond à la construction 
d'une suite de ce type. 

Nous appellerons caractère de congruence modulo m tout 
procédé de construction de la suite (8). 

Tel est en particulier le processus de soustractions succes- 
sives du nombre m jusqu’à ce qu'on obtienne un nombre infé- 
rieur à m. 


2. Pour être vraiment valable, un caractère de congruence 
modulo m doit satisfaire aux trois conditions suivantes: 
1. Il doit être exactement défini, c'est-à-dire que le nom- 
bre a doit bien définir tous les termes de la suite (8) sans lais- 
ser la moindre place à un arbitraire quelconque. 
2. Il doit être applicable à tout entier naturel a. Cette 
propriété du caractère est ce qu'on appelle son universalité. 
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3. Enfin, l’un au moins des termes de la suite (8) doit 
être inférieur à #1. Autrement dit, la suite (8) doit avoir un 
nombre fini de termes: la construction de la suite ne peut pas 
se prolonger indéfiniment, elle se termine tôt ou tard par 
l'apparition d'un reste de la division de a par m. Cette pro- 
priété du caractère de congruence modulo » est son efficacité. 

Les conditions énumérées peuvent être satisfaites par 
des moyens très variés, dont le plus naturel est le suivant. 

Essayons de trouver une fonction f (x) satisfaisant aux 
conditions suivantes: 

a) pour z > m, f (x) est un nombre naturel, 

b) pour x << m, f (x) n'est pas définie (autrement dit, 
n'a pas de sens) (Le fait que telle ou telle fonction perde son 
sens pour certaines valeurs de la variable n'a rien de surpre- 


nant. Ainsi, pour z —0 ou pour zx = 1, la fonction 


n'a pas de sens.), 

c) si f (x) a un sens, f (r) < x, 

d) si f (2) a un sens, la division de x et f (x) par "»# donne 
le même reste. 

De telles fonctions existent, telle fo (x) : 


jte) = | n'est pas définie si x < m. 


C'est précisément cette fonction qui permet de former la 
suite (3) du $ f. 

A chaque fonction f(x) satisfaisant aux conditions 
a)-d) correspond un certain procédé de construction de la 
suite (8), c’est-à-dire un certain caractère de congruence mo- 
dulo m. 

En effet, soit a un nombre naturel quelconque. Formons 
la suite de nombres 

A0 As A2... (9) 
où Ao = a et Ay+1 = f (Ar) pour k =: 0; 1, 

Si 4, > m, la valeur de la fonction f (4,) est définie, de 

sorte que A, est suivi d'au moins un terme. Si, par contre, 
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a 
xz(rz—1) 


T—M Si T>Mm, 


A, << m, f (A:) n'est pas définie et À, est le dernier terme 
de la suite (9). 

Ainsi, nous sommes effectivement en présence d’un cer- 
tain caractère de congruence modulo mn. 


3 .Montrons que ce caractère satisfait aux conditions {, 2et 3. 

La première condition est remplie parce que chaque terme 
de la suite (9) définit de façon unique le terme suivant (à 
condition évidemment que celui-ci existe). 

Il y à là une certaine nuance qui, bien qu'elle ne saute 
pas aux yeux, n'en joue pas moins un rôle extrêmement im- 
portant. Le fait est que, pour définir la suite (9), avant de 
calculer une valeur de f (4,) il nous faut déterminer si cette 
valeur peut exister d’une façon générale. En d'autres termes, 
nous devons être en mesure d'établir si le nombre 4, est 
supérieur ou inférieur à #7. Si les nombres À, et m sont écrits 
sous une forme commode, par exemple en numération déci- 
male, une telle comparaison se fait aisément. Il en va autre- 
ment s’il s'agit de comparer des nombres tels que 22? — 
3+9?-11-31-41 et 319 _ 78.757 par excmple, bien que le pre- 
mier soit égal à { et le second à 3. 

En conséquence, nous n'appliquons les caractères de con- 
gruence qu'aux nombres positifs représentés dans le système 
de numération décimale. 

En ce qui concerne la deuxième condition, il suffit de 
faire la remarque suivante. Si a > m, on peut en fait com- 
mencer à former la suite en calculant la valeur de f (a) qui 
existe par hypothèse. Si a << m, f (a) n'a pas de sens; cepen- 
dant, dans ce cas, le nombre a lui-même est le reste de sa divi- 
sion par #, a compose donc toute la suite (9) qui, en l'occur- 
rence, comprend un seul terme. 

Passons à la troisième condition. Par hypothèse, la fonc- 
tion f (x) est choisie de façon que tous les termes de la suite 
(9) soient de même signe et décroissent en valeur absolue. 
Comme le premier terme est positif, la suite possède un terme 
minimal non négatif (le numéro de ce terme, on le vérifie 
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aisément, ne dépasse pas le nombre a). Si ce terme (dési- 
gnons-le par «) était supérieur ou au moins égal à m, il exis- 
terait une valeur de f (&œ) toujours non négative et inférieure 
à a. Donc, le terme « ne serait pas le dernierterme non néga- 
tif de la suite (9). Par conséquent, le dernier terme non néga- 
tif de (9) doit être inférieur à m1. Mais alors, la valeur de 
{ («) n'a pas de sens et a se trouve être le dernier terme de 
notre suite. De la sorte, le processus de formation de la suite 
s'arrête, et le dernier terme de celle-ci est bien le reste de la 
division de a par m. 

Nous avons donc établi que le caractère de congruence dé- 
crit est effectivement défini, universel et efficace. Les pro- 
cédés jouissant de ces trois propriétés sont appelés a/gorith- 
mes et leur rôle dans les mathématiques modernes ne fait 
que croître. Nous avons déjà donné quelques exemples sim- 
ples d'algorithmes à la fin du n° 1, $ 1. L’exposé ultérieur 
nous en fournira plusieurs autres. 


4. L'algorithme d'Euclide est l'un des plus importants en mathéma- 
tiques. 
L Soient a et b deux nombres naturels tels que b a. Divisons 
a par bavec reste: a = bg + n,0 < r, << b. Sir, Æ 0, nous pouvons 
diviser b par r, avec reste: b = riq; + ro, 0 < r2 << r,. Poursuivant 
ces divisions successives avec reste par le reste de la division précédente 
nous obtenons les relations suivantes: r, = r2qa + ra, ro = rsqu + 
+ rs, CC. 

Montrons que le procédé décrit est effectivement un algorithmo, 
c'est-à-dire qu'il est défini, universel et efficace. 

Remarquons qu'il s'agit des divisions successives avec reste. 
Or, la division avec reste peut toujours se faire ot est univoque. On 
établit également sans grandes difficultés la troisième propriété. 
Le nombre b ct les restes successifs forment évidemment une suito 
décroissante de nombres non négatifs: 


D, rire, . .. (10) 


Mais le nombro de tous les nombres non négatifs non supérieurs 
à b est b + 1. C'est pourquoi la suite (10) ne peut, elle non plus, 
comprendre plus de b termes, de sorte que nous pouvons cffectuer en 


37 


l’accurrence tout au plus b divisions avec reste*). De la sorte, le procé- 
dé considéré est effectivement un algorithme. 

Explicitons les conditions de la terminaison de l'opération. La 
dernière division est évidemment tello qu'elle ne peut être suivio d'une 
autre division par son reste. Or, cela n'est possible que si ce dernier 
reste est égal à O, c'est-à-dire si la dernière division so fait exactement. 

Problème 29. a) Quand on applique l'algorithme d'Euclide aux 
nombres a et b, le dernier reste r, non nul est le PGCD (a, b). 

b) Quels que soient les nombres naturels a et b, il existe des 
nombres entiers À et B tels que aA + bB — PGCD (a, b). 

Problème 30. Déduire les théorèmes 9, 12, 13 et 14 du résultat 
b) du problème 29. (Soulignons que nos raisonnements liés à l’algorith- 
me d'Euclide se fondaient uniquement sur la possibilité d'une division 
avec reste. Nous n avons pas eu recours aux théorèmes 9-14 ni à aucune 
autre PRESS basée sur le théorème fondamental de l'arithmé- 
tique. 


5. Il va sans dire que la description de l'algorithme donnée 
au n° 3 ne constitue pas sa définition exacte, qui est relati- 
vement compliquée et n’a pas sa place ici. Cependant, les 
exigences mentionnées reflètent assez bien les conditions aux- 
quelles doivent satisfaire les procédés mathématiques appe- 
lés algorithmes. On peut définir le rôle des algorithmes en 
disant qu'il s'agit de procédés uniformes pour résoudre tou- 
te une série de problèmes apparentés. Ainsi, les algorithmes 
dont il vient d'être question permettent de calculer le reste 
de la division d'un nombre variable a par un nombre fixe m. 
Les cas particuliers d’algorithmes sont constitués par les cal- 
culs de toute sorte qu'on peut effectuer d'après des formules 
dans lesquelles les lettres peuvent être remplacées par tels 
ou tels nombres. 
On peut dire par un certain abus de langage que tous les 
problèmes mathématiques dont les solutions peuvent être 
utomatisées sont des algorithmes. Aussi n'est-ce pas un ha- 
sard si le développement de la théorie des algorithmes a coïn- 
cidé avec l'apparition et l'emploi généralisé des ordinateurs. 


*) En réalité, le nombre de ces divisions ne peut dépasser 5 log b. 
C'est ce qui découle de l'examen de la suite de Fibonacci 
(cf. la deuxième partie de cette brochure). 
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On ne ramène pas aux algorithmes les seuls problèmes 
de calcul au strict sens de ce mot, c'est-à-dire les problèmes 
dans lesquels on peut, en se servant de règles plus ou moins 
compliquées et sur la base de données de départ, obtenir une 
réponse numérique. On peut aussi envisager la recherche d'al- 
gorithmes permettant de démontrer n'importe quel problème 
se rapportant à un certain domaine des mathématiques. 
De tels algorithmes doivent être capables de transformer les 
énoncés de théorèmes en leurs démonstrations. Tout surpre- 
nant que cela puisse paraître, de tels algorithmes existent, 
bien que leur application soit limitée à des chapitres des 
mathématiques assez restreints. Cependant, pour certains do- 
maines (par exemple pour ceux qui contiennent toute l’arith- 
métique), l'existence de tels algorithmes est en principe im- 
possible. 


6. Nous servant du procédé d'élaboration des caractères de 
congruence modulo »# exposé au n° Â, trouvons-en quelques- 
uns. Dans le cas présent comme par la suite, nous considé- 
rerons que les nombres dont il s'agit de trouver les restes de 
la division par un nombre sont écrits en numération décimale. 

Trouvons d’abord le caractère de congruence modulo 5. 

Soit À un nombre naturel. Représentons-le sous la forme 
10a + b (b étant le dernier chiffre du nombre À) et posons 


b si À > 10, 
fi (A) = b—5si5< À < 10, 
n'est pas définie si À << 5. 

Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que la fonction 
ainsi définie satisfait aux conditions a)-d) du n° 2. 

De la sorte, pour trouver le reste de la division d'un cer- 
tain nombre par 5, il suffit de prendre le dernier chiffre de 
ce nombre. Si ce chiffre est inférieur à 5, il s'agit du reste 


cherché; sinon, on en retranche 5. Notons que l'application 
de ce caractère à un nombre quelconque conduit à la forma- 
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tion d’une suite du type (9) comportant au plus trois termes. 

Il est évident que tous ces raisonnements visent non pas 
à découvrir le « caractère de divisibilité » par 5, que tout le 
monde connaît, mais à le faire par le procédé uniforme décrit 
au n° 2, 

Problème 31. Indiquer et analyser les caractères analogues 
de congruence modulo 2, 4, 8, 10, 16, 20 et 25. 

Problème 32. Représentons le nombre naturel À sous la 
forme 


10a+b (0<b< 10!) 
et posons 
b si À > 10", 
f (A) = & reste de la division de À par m sim < À < 10". 
n'est pas définie si À << m. 


Quels sont les modules m pour lesquels un tel algorithme 
est un caractère de congruence pour un certain X? 


7. En qualité de deuxième exemple, considérons le caractère 
de congruence modulo 3. 
Représentons à cet effet le nombre naturel À sous la forme 


10"a, + 10"-la,_, + ... + 10a, + as, 


où 0O0<ZLa; << 10 (as, a, ..., an-1, 4, sont les chiffres du 
nombre À). Posons 
dora +...-+ an + An Si À > 10, 
f2 (A) — € reste de la division de À par 3 si 3 4 < 10, 
n'est pas définie si À << 3. 


Problème 33. Vérifier que la fonction f; (x) satisfait aux 
conditions a)-d) et définit par là même un certain caractère 
de congruence modulo 3. 
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Problème 34. Appliquer le caractère de congruence mo- 
dulo 3 que nous venons d'établir 

a) aux nombres 858 773 et 789 988, 

b) au nombre qui est représenté en numération décimale 
par 4444 quatres. 

Problème 35. Indiquer et analyser les caractères analogues 
de congruence modulo 7, 9, 11, 13 et 37. 


8. Dans de nombreux problèmes, la valeur du quotient in- 
complet ct aussi celle du reste sont inessentielles et il n'im- 
porte de savoir que si ce reste est nul, c'est-à-dire si le pre- 
mier nombre se divise par le deuxième. Après ce qui a été 
expliqué au n° {, nous savons comment aborder les problè- 
mes de ce genre. 

Nous dirons que les nombres a et b sont équidivisibles par 
m si a et b sont simultanément divisibles ou indivisibles 
par m. 

Problème 36. Quel que soit m, tous les nombres congrus 
modulo 7» sont équidivisibles par »#. Montrer sur un exemple 
que la réciproque est fausse. 

Problème 37. Quels sont »m pour lesquels l'équidivisibi- 
lité de deux nombres par =» entraîne leur congruence modu- 
lo m? 

Problème 38. Montrer que la relation d’équidivisibilité 
par un nombre donné » est une relation équivalente et par- 
tage l’ensemble de nombres entiers en deux classes. 

Problème 39. Le théorème 18 est-il valable pour des nom- 
bres équidivisibles? Et sa conséquence ? 


9. Soit un nombre À dont il s’agit de trouver s'il est divi- 
sible par m. Formons une suite de nombres entiers décrois- 
sant en valeur absolue 


AS A À À, (11) 


équidivisibles avec À lors de la division avec reste par m. 
Choisissons un procédé de construction de la suite (11) tel 
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que chacun de ses termes supérieur ou égal à m en valeur ab- 
solue soit suivi d'au moins un autre. Si le dernier terme de 
(11) est nul, À est divisible par m, et, dans le cas contraire, À 
ne l'est pas. 

Appelons caractère de divisibilité par m tout procédé de 
construction de la suite (11). 

Problème 40. Montrer que tout caractère de congruence 
modulo » est un caractère de divisibilité par m. 

Il est évident que les caractères de divisibilité doivent 
satisfaire aux mêmes conditions que ceux de la congruence, 
c'est-à-dire qu'ils doivent être définis, universels et cffica- 
ces. 

On vérifie aisément (nous-en laissons le soin au lecteur) 
qu'à l’aide de toute fonction f (x) satisfaisant aux conditions 
a)-c) du n° 2 et à la condition 

d*) si f (x) a un sens, les nombres x et f (x) sont équidi- 
visibles par m1; 
on peut établir le caractère de divisibilité par »# exactement 
de la même façon qu'on a établi le caractère de congruence 
modulo m pour toute fonction satisfaisant aux conditions 
a)-c), d*). 

Trouvons quelques caractères de divisibilité. 

Conformément au théorème 16, il suffit de savoir déter- 
miner la divisibilité par les nombres de la forme p® (la puis- 
sance d'un nombre premier). 


10. CARACTÈRE DE DIVISIBILITE PAR 7. Soit À un nombre natu- 
rel. Représentons-le sous la forme 10a + b, 0 b < 10, 
comme nous l'avons déjà fait précédemment. Posons 


a — 2b si À > 19, 
{a (A) = < reste de la division de À par 7 si 7 & À < 19, 
n'est pas définie si À < 7. 


Problème 41. Vérifier que les conditions a)-c) et d*) sont 
remplies pour la fonction f3 (4). 


42 


La fonction f; (À) nous donne un certain caractère de 
divisibilité par 7: le nombre 10a + b (0 < b< 10) se divise 
par 7 si, et seulement si, le nombre a — 2b est divisible par 
7; on vérifie de nouveau par le même procédé que le nombre 
obtenu est divisible par 7, etc. 

Problème 42. Montrer que le caractère de divisibilité par 
7 obtenu n'est pas un caractère de congruence modulo 7. 


11. CARACTÈRE DE DIVISIBILITÉ PAR 13. Représentons le nombre 
naturel À sous la forme 10a + b et posons 


a + 4b si À > 40, 
f: (4) = € reste de la division de À par 18 si 13< À < 40, 
n'est pas définie si À << 13. 


Problème 43. Vérifier que les conditions a)-c) et d*) sont 
vérifiées par la fonction f, (x) et énoncer le caractère de di- 
visibilité par 13 obtenu. 

Problème 44. On remplace, dans la définition de la fonc- 
tion f4, 40 par un nombre inférieur. Quel en sera le résultat ? 

Problème 45. Par analogie avec les caractères de divisibi- 
lité par 7 et 13 établis précédemment, établir des caractères 
analogues de divisibilité par 17, 19, 23, 29 et 31. 

Problème 46. Etablir deux caractères de divisibilité par 
49. 


12. Aux numéros précédents du présent paragraphe nous nous 
sommes familiarisés avec un grand nombre de caractères de 
congruence modulo m et de divisibilité. En établissant ces 
caractères on veut en général obtenir des algorithmes com- 
modes pour trouver les restes de divisions par certains nom- 
bres définis (caractères de congruence) ou des algorithmes 
permettant de découvrir si ces restes sont nuls ou non (ca- 
ractères de divisibilité). Dans quelle mesure ce but a-t-il 
été atteint ? 
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Certains caractères de congruence, par exemple pour le 
module 2, 3, 5 et 10, se sont effectivement avérés très pra- 
tiques et commodes. Quant à certains autres caractères, 
leur application exige des calculs plus ou moins laborieux. 

On a donc intérêt à chercher et à appliquer les caractères 
de divisibilité et de congruence modulo m dont l'utilisation 
conduit au but visé par les voies les plus simples possible. 

L'une des difficultés auxquelles on se heurte en l'occur- 
rence est de devoir évaluer numériquement la simplicité 
(ou, au contraire, la complexité) de l'application de tel ou 
tel caractère. On peut en qualité d'une telle caractéristique 
numérique prendre, par exemple, le nombre des opérations 
arithmétiques à effectuer sur des nombres à un chiffre quand 
on applique un caractère donné à tel ou tel nombre. 

Malheureusement, une telle caractéristique de l’am- 
pleur des calculs dépend dans une grande mesure des parti- 
cularités du nombre dont il s'agit de vérifier la divisibilité. 

Ainsi, on s'aperçoit sans peine que le reste de la division 
de 31 025 par 8 est 1. Il suffit à cet effet de trouver le reste 
fourni par la division de 25 par 8. Mais pour trouver le reste 
de la division du nombre 30 525 par 8, il faut diviser avec 
reste 525 par 8, ce qui exige un nombre de calculs supérieur 
(peu importe qu'on les fasse mentalement ou par écrit). 

En qualité d'autre exemple, considérons le caractère 
de congruence modulo 37 (voir problème 35). Le reste de la 
division du nombre 11 014 023 par 37 est trouvé en ajoutant 
10, 14 et 23 et en divisant la somme ainsi obtenue par 37. 
Ce reste, on le voit aisément, est égal à 10. Cependant, peu 
nombreux sont ceux qui sont capables d'appliquer mentale- 
ment ce caractère au nombre 782 639 485. 

Aussi doit-on, quand il s'agit d'évaluer la commodité 
des caractères de divisibilité et de congruence modulo m, 
faire abstraction des cas concrets pour évaluer les possibi- 
lités de chaque caractère « en moyenne ». En adoptant une 
telle approche, on peut espérer pouvoir établir avec préci- 
sion le degré de complexité du caractère considéré, voire 
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trouver le caractère le plus avantageux. Malheureusement, 
la place nous manque pour développer cet aspect de la ques- 


tion. 


13. Tous les caractères de congruence modulo »# et de divi- 
sibilité établis précédemment paraissent quelque peu arti- 
ficiels, et on peut même penser que ces caractères ou tout au 
moins certains d’entre eux ont été trouvés par hasard ou 
bien à l'issue d'essais. En réalité il n'en est rien. Il existe 
en effet des procédés pour établir les caractères de congruen- 
ce modulo » et de divisibilité par »# pour un »m donné à 
l'avance qui sont alors appelés caractères généraux. 

Les caractères généraux de divisibilité sont des procédés 
qui permettent d'obtenir des caractères concrets. Aussi peut- 
on considérer comme étant des caractères concrets de divi- 
sibilité les résultats auxquels conduisent les caractères géné- 
raux. De ce point de vue, les caractères généraux sont aux 
caractères concrets ce qu'un caractère concret est au résultat 
de son application à un certain nombre, c'est-à-dire au reste 
de la division d’un nombre donné a par un nombre donné mn. 

Les caractères généraux de divisibilité et de congruence 
modulo » rappellent des algorithmes, d'ailleurs assez parti- 
culiers : ils doivent avoir pour résultat de nouveaux algorith- 
mes, à savoir des caractères concrets. 

Cependant, avant de parler de caractères généraux de 
divisibilité et de congruence modulo #7 comme d'algorith- 
mes, nous devons nous assurer qu'ils sont définis, universels 
ct cfficaces. 

Pour être plus explicite, on doit, quand on indique un 
caractère général de divisibilité (de même qu'un caractère 
général de congruence modulo "#), s'assurer qu'il vérifie les 
conditions suivantes. Premièrement, il doit récllement four- 
nir, pour tout nombre », un caractère de divisibilité par m 
(ou de congruence modulo =). Il doit pour ainsi dire « trans- 
former » chaque nombre naturel # en un caractère corres- 
pondant. C'est précisément en cela que consiste son e//ica- 
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cité. Deuxièmement, le caractère général doit être défini, 
c'est-à-dire qu'appliqué à un nombre » donné, il doit con- 
duire d'une manière bien définie à un caractère concret de 
divisibilité par »# (ou de congruence modulo =) bien défini. 
Pour finir, le caractère doit être universel, c'est-à-dire vrai- 
ment général, et fournir les caractères de divisibilité ou de 
congruence pour tout nombre naturel donné à l'avance. 

Dans ce sens, le procédé de détermination du caractère 
de congruence modulo » décrit au n° 2, de même que Île 
procédé conduisant aux caractères de divisibilité (n° 6) 
ne sont pas des caractères généraux, car le processus qui 
consiste à indiquer les fonctions satisfaisant aux conditions 
voulues n'est encore ni défini, ni universel, ni efficace. 

En effet, ces procédés ne garantissent nullement que la 
fonction voulue sera trouvée, donc ils ne sont pas efficaces. 
De plus, quand bien même la fonction nécessaire existerait, 
on peut y arriver par des voies différentes, sans parler du 
fait qu'il peut y en avoir plus d'une. Donc, ces procédés ne 
sont pas définis. Enfin, ils ne sont pas non plus universels, 
car il se peut que pour certains nombres on ne soit pas en 
mesure de trouver les fonctions nécessaires. En tout cas, le 
procédé même ne nous donne aucune indication à cet égard. 
De la sorte, pour que le processus décrit soit un algorithme, 
il doit être complété d'indications précises garantissant la 
construction d'une fonction f, bien définie pour chaque 
nombre m concret. 

Ce problème d'algorithmisation de l'établissement de 
caractères de divisibilité n’est pas bien difficile à résoudre. 
Quant aux caractères de divisibilité généraux, ils sont con- 
nus depuis longtemps. 

Nous avons établi un tel caractère général de congruence 
modulo m»m au n° {1 du $ 1 lorsque nous avons traité la 
question de la division avec reste. On peut le formuler ain- 
si: on fait correspondre à tout entier positif 72 un processus 
de soustractions successives de ce nombre jusqu'à ce qu'on 
obtienne un nombre inférieur à m (voir la dernière phrase 
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du n° 1 du présent paragraphe). Il est évident qu'une telle 
correspondance possède les propriétés voulues: elle est 
définie (on sait exactement que l'on fait correspondre au 
nombre m le processus de soustractions successives de m), 
universelle (on peut tenter de faire correspondre le processus 
de soustractions successives à tout m) et efficace (une telle 
tentative aboutira sûrement). Cependant, en pratique, ce 
caractère général de congruence modulo m ne sert pas à 
grand-chose. 

Un certain perfectionnement du caractère général de 
congruence, fondé sur des soustractions successives, nous 
conduit au procédé usuel de division des nombres entiers, 
qu'on peut également considérer comme étant un caractère 
général de congruence modulo m. Il n'est pas superflu de 
rappeler que tel est précisément le caractère dont on se sert 
dans la plupart des cas pour trouver le reste d'une division. 
Le raisonnement se fait selon le schéma suivant, que nous 
reproduisons en deux variantes: en langage ordinaire et en 
langage d’algorithmes. 


En langage ordinaire En langage d’algorithmes 


1. Soit à trouver le reste de la | Lo caractère général de congruen- 
division d'un nombre donné | ce commence Ja transformation 
a par un nombre donné "»; | du nombre m ; 
2. je dois diviser par m; le caractère général efournits lo 
résultat du traitement du nombre 
m: lo caractère concret de con- 
gruence modulo m, qui est la di- 
vision directe par m; 
3. je commence à diviser a | le caractère concret obtenu com- 
par m.….. mence Je traitement du nombre a ; 
4. .….j'effectue la division ct | le caractère concret conduit au 
je trouve un reste. but : au resto de la division de a 
par m. 
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Les trois premiers pas des raisonnements sont on ne peut 
plus simples, aussi ne faut-il pas s'étonner que le quatrième, 
qui consiste à effectuer la division, s'avère si laborieux. 
L'élaboration de caractères généraux de congruence modulo 
m et de divisibilité a précisément pour but de faciliter le 
quatrième pas en perfectionnant le deuxième. C’est ce qu'on 
a généralement en vue quand on parle des caractères géné- 
raux de divisibilité et de congruence modulo m. 


14. Du point de vue historique, le premier caractère général 
de divisibilité (de congruence modulo m, pour être plus pré- 
cis) fut proposé par Pascal dès le milieu du XVII siècle. 
Le voici. 

Soit m un nombre naturel. Formons la suite de nombres 


lis Pos Pas (12) 
en posant 
r, égal au reste de la division de 10 par mn, 


To » ) 10 r, par m, 
la » » 10 r> par m, 


elc. 
Mettons maintenant un nombre naturel arbitraire À 
sous la forme 


10"a, + 10"-la,_, + ... + 10a, + a 
et définissons la fonction 


Ao + Fy@y + lolo + ... + rnan Si 10" > m, 
Fm (@) = reste de la division de À par m si 10"<m < 4, 
{n'est pas définie si À << m. 


Problème 47. Vérifier que pour n'importe quel » Îla 
fonction F,, satisfait aux conditions a)-d). 

Ainsi, nous avons établi le caractère de congruence modu- 
lo m, m étant un nombre quelconque, c'est-à-dire un carac- 
tère général. 
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Problème 48. Enoncer les caractères de congruence, 
obtenus à partir du caractère général de Pascal, pour les 
modules suivants: 

a) 2, 5 et 10; 

b) 4, 20 et 25; 

c) 3et 9; 

d) 11; e) 7. 

Problème 49. Supposons que dans la suite (12) r, soit le 
reste de la division de 100 par m, r, celui de la division de 
100 r; par m, r, celui de la division de 100 r; par m, etc. 
En déduire un caractère général de congruence modulo m 
analogue au caractère de Pascal. 


15. Au n° 12, il a été question du degré de complexité 
de différents caractères de divisibilité (ou de congruence) 
pour un nombre donné. Comme un caractère général de 
divisibilité doit nous fournir des caractères de divisibilité 
par n'importe quel nombre naturel, il n'est pas surprenant 
qu'il puisse pour des nombres différents conduire à des 
caractères de divisibilité de qualités très diverses. 

Ainsi, parallèlement à des caractères de congruence mo- 
dulo 3 et 11 tout à fait satisfaisants, le caractère général de 
Pascal fournit un caractère de congruence modulo 7 très 
laborieux et incommode (voir problème 48,e)). 

En conséquence, on peut, à propos des caractères géné- 
raux de divisibilité et de congruence modulo =, formuler des 
considérations analogues à celles que nous avons exposées 
au n° {2 lors de l'examen des qualités des caractères con- 
crets. On doit donc considérer que le meilleur caractère géné- 
ral de divisibilité (de congruence) est celui qui, appliqué 
à tout entier positif »m donné à l'avance, fournit le meilleur 
caractère de divisibilité par »m (de congruence modulo m). 
Signalons qu'on n'est pas encore parvenu, tant s'en faut, 
non seulement à résoudre le problème de la recherche du 
meilleur caractère général de divisibilité, mais même à poser 
ce problème avec rigueur. 
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$ DIVISIBILITÉ 
DES PUISSANCES 


1. La question de la divisibilité des puissances se ramène 
au fond à celle de la divisibilité d'un certain produit, plus 
précisément d’un produit de plusieurs facteurs égaux. Aussi 
peut-on également résoudre cette question sur la base des 
résultats du $ 2. Cependant, dans le cas des exposants éle- 
vés, la diminution de la base de la puissance ne permet pas 
de trouver d'emblée le reste de la division de la puissance, 
ce qui nous oblige à recourir à des procédés quelque peu 
artificiels (voir exemples du n° 2, $ 2). De plus, en éta- 
blissant les caractères généraux de divisibilité, nous avons 
calculé les restes des divisions des puissances successives du 
nombre 10 par ». Bien que par lui-même ce processus soit 
assez simple, il ne révèle pas l'existence d'une régularité 
quelconque dans la suite (12) et ne nous permet pas de pren- 
dre l'exposant k lel que tous ces restes soient suffisamment 
petits (or, la chose est possible; bien plus, il s'avère qu'on 
peut choisir Æ tel que tous ces restes soient égaux à l'unité). 

Tout ceci nous oblige à étudier plus en détail la divisi- 
bilité des puissances. 


2. Elargissons quelque peu nos connaissances dans le domai- 
ne de la théorie des nombres. 


© THÉORÈME 19 (théorème de Fermat). L'expression 
a? — a dans laquelle p est un nombre premier est divisible par p. 

Il ne faut pas confondre ce théorème avec le dernier théo- 
rème de Fermat qui affirme que pour un entier n > 2 il 
n'existe pas de nombres entiers a, b et c tels que a" + b" — 
= c", Malgré de multiples tentatives, personne n'a encore 
ni démontré ni infirmé le dernier théorème de Fermat. 


@ CONSÈQUENCE. Si p est premier et que a ne soil pas 
divisible par p, a? — 1 est divisible par p. 
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Problème 50. Citer un exemple prouvant que ni le théo- 
rème 20 ni sa conséquence ne sont en général valables pour 
un p Composé. 

Problème 51. Démontrer le théorème de Fermat en s’ap- 
puyant sur le résultat du problème 26. 

Soit 


M= pi Ps. Py* (13) 


la décomposition canonique d'un nombre naturel m. Posons 


pÜm)= pai-t(pa—1)pgs-t(pa— 1)... ps (p,—1). (14) 


Les formules (13) et (14) font correspondre à chaque 
nombre naturel m un nombre p(m) bien défini, de sorte 
qu'on peut parler de la fonction q d’une variable naturelle. 
@ DÉFINITION. La fonction y (m) définie ci-dessus est appelée 
fonction d'Euler. 

La fonction d'Euler joue un rôle exceptionnel dans de 
nombreuses questions de la théorie des nombres. Nous en 
indiquons quelques applications. 
© THÉORÈME 20. Pour des nombres m; etlm2 premiers 
entre eux, on a l'égalité 


p (mim2) = @ (ms) p (m2). 


Problème 52. Calculer œ (12), œ@ (120), œ (1000). 
Problème 53. Déterminer tous les nombres m pour les- 


quels 
a) p(m) = 10, 
b) p(m) = 8. 


Problème 54. Démontrer qu'il n'existe pas de nombre m 
tel que p (m) = 14. 

Problème 55. Montrer que œ (m) est égale au nombre des 
nombres naturels premiers avec m et inférieurs à m. Cette 
propriété de la fonction d'Euler s'avère extrêmement impor- 
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tante, et on l'adopto souvent comme définition de cette 
fonction. 


© THÉORÈME 21 (théorème d'Euler). at) —1 
est divisible par m si a et m sont premiers entre eux. 


3. À l'aide des théorèmes démontrés, établissons quelques 
caractères généraux de divisibilité et de congruence modulo 


m. 
Fixons un m naturel et représentons À sous la forme 


A=ao+a,10900) + a,10260m) L ,,, + a, 10m), 
où 
O<Lag y, Ans. an L'1OIM), 


c'est-à-dire que les nombres a; (i = 0, 1, ..., k) ont ® (m) 
chiffres. 
Comme on le vérifie aisément, la fonction F 


dotd+...+an si À>10%m, 
F(A)= € reste de la division de À par m sim< À << 10%), 
n'est pas définie si A<m 


définit un certain caractère général de congruence modulo m. 
Problème 56. Vérifier cette circonstance. 


© THÉORÈME 22. Si a et m sont premiers entre eux et 
k, et k: sont congrus modulo @(m), ak et ah: sont congrus 
modulo m. 

Problème 57. Démontrer que n1$ — n : 2730. 


4. Dans de nombreux cas, le caractère général établi ci- 
dessus n'est pas assez avantageux, car le nombre œ (m) peut 
en général s'avérer assez grand. Aussi doit-on, quand on 
utilise ce caractère, d'une part, additionner de grands nom- 
bres et, d'autre part, diviser les nombres de ® (m) chiffres 
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directement par m (ou bien se servir de quelque autre carac- 
tère de divisibilité ou de congruence modulo »). On a donc 
intérêt à essayer de substituer à @ (m7) un exposant plus 
petit, ce qui, dans certains cas, s'avère possible. Ainsi, 
pour » — 37, on peut, au lieu de @(m) = 36, prendre 3, 
car le reste de la division de 1000 par 37 est 1; pour m — 
— 1, on peut, au lieu de @ (#7) = 10, prendre 2, etc. 


@ DÉFINITION. Le plus petit nombre 6 tel que aÿ divisé 
par m donne 1 pour reste s'appelle l'exposant auquel appar- 
tient le nombre a lors de la division avec reste par m. 

On donne plus souvent à ce nombre le nom d'exposant 
auquel appartient le nombre a modulo m. | 

Il est évident que, quels que soient les nombres a et m 
premiers entre eux, l'exposant auquel appartient a modulo 
m ne dépasse pas q (»). Aussi peut-on substituer cet expo- 
sant à @(mn) dans l'énoncé du caractère général de divisi- 
bilité du n° 3. 

Problème 58. Modifier le caractère général de divisibi- 
lité qu'on vient d'établir en remplaçant @ (m) par l'expo- 
sant auquel appartient 10 modulo m. 


5. Les applications de la fonction d'Euler et du théorème 
d'Euler ne se bornent pas aux caractères de divisibilité. 
On peut s'en servir pour résoudre des équations en nombres 
entiers. 


© THÉORÈME 23. Si les nombres a et b sont premiers entre 
eux, l'équation 

ax + by = c (15) 
admet toujours des solutions entières qui sont tous les couples 
de nombres (x;, y), où 


r= caW-1 + be, 


{ — a%) 
Ut =C b — 4 
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(t étant un nombre entier quelconque). 

Problème 59. Démontrer un théorème analogue au théo- 
rème 23 sans supposer les nombres a et b premiers entre eux. 

Problème 60. Trouver un procédé de résolution des équa- 
tions de la forme (15) à l'aide des nombres entiers sur la 
base du résultat du problème 29. 

Problème 61. Trouver les solutions entières des équations 

a) 5x + 7y = 9, 

b) 25x + 13y = 8. 


6. THÉORÈBME 24. Si m et 10 sont premiers entre eux et 
que k soit congru à 109%(m)-1 modulc m, les nombres 10a + b 
et a + kb sont équidivisibles par ra. 

On peut, en s'appuyant sur ce théorème, établir un ca- 
ractère général de divisibilité. Soit k’ le reste modulo m 
de 109(m)-1, Représentons un nombre À quelconque sous 
la forme 10a + b (0 < b < 10) et posons 


a +k'b si À > a + k'b, 
F(A reste de la division de À par m si m< À << 
(4)=— <a + k'b, 
n’est pas définie si À << m. 


Si k’ est grand (proche de m), on a intérêt à lui substi- 
tuer À’ — m dans l'énoncé du caractère correspondant. 

Problème 62. Vérifier que les conditions a)-b) et d*) 
sont remplies pour la fonction F. 

Problème 63. Compte tenu du caractère générai de diwi- 
sibilité que nous venons d'établir, déduire les caractères 
de divisibilité par 17, 19, 27, 29, 31 et 49. 

Problème 64. Etablir un caractère de divisibilité analo- 
gue en représentant un nombre naturel quelconque sous la 
forme 100a + b (0 < b< 100) et en déduire les caractères 
de divisibilité par 17, 43, 49, 67, 101, 199. 
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DÉMONSTRATIONS 
DES THÉORÊMES 


1. Il suffit de noter que a = ai. 

2, Par hypothèse on peut choisir d, et d: tels que a — 
—= bd, et b — cd. Mais dans ce cas, a = cdid, ïi.e. d':c. 
3. Nous avons a — be, et b—ac», d'où «@ = ac;c, 
i.e. CiCo — 4. Comme par hypothèse les nombres c, et c: 
sont entiers, on a soit © — C2 = 4, soit c, — co — —i. 
Dans le premier cas, a = b, dans le second, a — —b. 

4. Soit a = bc. Si |c|=>1, étant donné que |b| > |a|, 
on doit également avoir Jbc] > lal, ce qui est contraire 
à notre supposition, donc |c|<< 1, et comme par hypothèse 
le nombre c est entier, on doit avoir c = 0 et, partant, 
a = 0. 

5. Il découle évidemment de a = bc que Ja —|bllc 
et inversement, les nombres c et ]c| étant simultanément 
entiers ou non. 

6. En effet, soit 


a — bc;, 
az = bc», 
An = bc, 
où tous les nombres ci, Co, . . ., c, sont entiers. En ajou- 


tant terme à terme toutes ces égalités, on a 


A+a+... +an =b(i+c+... + c). 


La présence d'un nombre entier entre parenthèses appor- 
te la preuve nécessaire. 
8. Raïisonnons par l'absurde. Supposons que les nombres 
premiers soient en nombre fini et qu'on puisse donc les 
écrire comme suit : 


Pis P29 - + +1 Pn: (16) 


Désignons par P le produit de tous ces nombres et exa- 
minons la différence P — 1. Cette différence est supérieure 
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à chacun des nombres premiers de (16) et ne peut donc être 
un nombre premier. En conséquence, cette différence est 
divisible par un seul nombre premier p4 au moins. Mais P 
est lui aussi divisible par p,. Donc, en vertu de la conséquen- 
ce du théorème 6, on doit également avoir 1 : p;, d'où il 
découle que p, = 1, ce qui est contraire au fait que le 
nombre p, est premier (voir p. 25). 

Cette démonstration de l'infinitude de l'ensemble desnom- 
bres premiers a été trouvée par Euclide (IVe siècle av. 
J.-C.). 

9. Si les nombres a et p sont premiers entre eux, le théorè- 
me est démontré. S'ils ne le sont pas, ils sont tous deux 
divisibles par un même nombre différent de l'unité. Etant 
donné que p est un nombre premier, ce nombre ne peut être 
que p lui-même. Donc, dans ce cas, a : p, C.Q.F.D. 

10. Divisant A par m avec reste, on a 


M =mq+r, 


où O<r<m. Etant donné que M et m sont divisibles 
par a et b, en vertu de la conséquence du théorème 6, le 
nombre r lui aussi doit admettre a et b pour diviseurs et 
être donc un multiple commun à ces nombres. Mais r << m, 
et »m»n est le plus petit commun multiple positif de a et b. 
r ne peut donc être un nombre positif, ce qui fait que r = 0. 
C'est pourquoi M : m. 

11. Supposons que les nombres a et b soient premiers entre 
eux et que »n7 soit leur plus petit commun multiple. Comme 
ab : a et ab : b, d'après le théorème précédent ab : m. Soit 
ab — mk. Posons m = ac. Dans ce cas, ab = ack, c'est-à- 
dire b = ck, de sorte que b : k. On s'assure exactement de 
la même façon que a : k. Comme par hypothèse les nombres 
a et b sont premiers entre eux, on doit avoir À = 1, ce qui 
signifie précisément que mn = ab. 

12. Désignons par m le plus petit commun multiple des 
nombres b et c. D'après le théorème précédent, m = bc. 
Ensuite, par hypothèse ab : c; de plus, il est évident que 
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ab : b. Donc, d'après le théorème 10, ab : be, c'est-à-dire 
ab = bck ou, en simplifiant, a = ck, C.Q.F.D. 

13. La démonstration se fait par récurrence sur le nombre 
de facteurs. S'il n'y en a qu'un, le théorème est trivial. 
Supposons le théorème démontré pour n'importe quel produit 
de n facteurs. Soit aia> . .. An@n41 ©: p. Désignonsa;a: ...a, 
par À. On a alors Aa,,1 : p. Si à,,1 : p, le théorème est 
démontré, sinon, d'après le théorème 9, a,,, et p sont pre- 
miers entre eux. Mais alors, en vertu de ce qui précède, 
À : p. Comme À est un produit de n facteurs, par hypothèse 
de récurrence, l'un d'eux doit être divisible par p. Le théo- 
rème est ainsi prouvé. 


@ CONSÉQUENCE. Toute la fraction représente un nombre 
entier (son numérateur se divise par son dénominateur). 
Nous considérerons que le numérateur est un produit de 
deux facteurs: p et 1.2 ... (p — 1) — (p — 1)! 

Aucun des facteurs du dénominateur de la fraction n'est 
divisible par p. En conséquence, d'après le théorème pré- 
cédent, le dénominateur tout entier n'est pas non plus divi- 
sible par p. Mais alors, en vertu du théorème 9, le dénomi- 
nateur est premier avec p. Aussi le deuxième facteur du 
numérateur doit-il être divisible par le dénominateur. En 
désignant le quotient de cette division par q, il vient C? — 


— pq, C.Q.F.D. 

14. Prouvons d'abord qu'on peut décomposer n'importe 
quel nombre différent de l'unité en facteurs premiers. Suppo- 
sons que tous les nombres inférieurs à V admettent une 
telle décomposition. Si W est premier, il se décompose auto- 
matiquement en un produit de facteurs premiers (qui ne 
comprend qu'un seul facteur, à savoir le nombre W lui-même), 
et le théorème est prouvé. Supposons maintenant que 
N soit un nombre composé, W, un certain diviseur de N 
différent tant de V que de l'unité et NV, le quotient de la 
division de Ÿ par W,. Dans ce cas, N — N,N;, et comme on 
le vérifie aisément, 1 < V: << N. Etant donné que W, et 
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N, sont inférieurs à V3, dans notre supposition, ils se décom- 
posent en facteurs premiers. Soient W, = pip2 ... Pr et 
No = Qig2 ... qu ces décompositions. Dans ce cas, 
PiP2 . -. PadiQ2 . . . qu est la décomposition cherchée du 
nombre #. Nous avons ainsi prouvé que la décomposition 
cest possible. 

Passons à la démonstration de l'unicité de la décomposi- 
tion. Soient piP2 . .. Pr et Qi92 . . . qu eux décomposi- 
tions du nombre # en facteurs premiers. Il est évident que 


PiP2 +. Pn = Qiÿ2 ... Qu (17) 


Etant donné que gi» . .. q, est divisible par p;,, d'après 
le théorème précédent, l’un au moins des nombres 
Qi» dos + +, quest divisible par p.. Soit q; : pi (le fait d'avoir 
supposé précisément le premier facteur du deuxième mem- 
bre de (17) divisible par p, n'impose aucune condition sup- 
plémentaire, car on est en droit d'’intervertir les facteurs 
et de noter g, le facteur qui est divisible par p;). Comme le 
nombre g, est premier, cela n'est possible que pour p1 = gq1. 
En divisant (17) par p,,ona 


P2P3 + +: Pr = 93... Qi. (18) 
Par analogie avec le cas précédent, on constate que l'un 
des nombres q>, gs, . . ., q1 (q> par exemple) est divisible 


par Pr, ce qui fait que p> — go En divisant l'égalité (18) 
par P», nous diminuons encore d'une unité le nombre des 
facteurs de ses membres. Nous pouvons apparemment pour- 
suivre l'opération jusqu'à ce que l’un des produits soit égal 
à l'unité. Supposons que le premier à l'être soit le produit 
du premier membre de (17). Le produit du deuxième membre 
de (17) doit lui aussi se simplifier entièrement, sinon on 
obtiendrait une égalité de la forme 


À = Qui... Qu 
qui est impossible, car l'unité n'est divisible par aucun 
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nombre premier. On a également 


Pi = is P2 = 2 + + + Ph = Qh. 


Le théorème est Hheener semopire 

15. Soient pi p2 ... p,r et qh'q ... q° les  décom- 
positions nn dulues respectives des nombres a et b et d 
un certain diviseur commun à ces nombres. Si dx 1, d 
est divisible par un nombre premier p. Dans ce cas, d’après 
le théorème 3, a : p et b : p, de sorte que p se trouve tant 
parmi les nombres p;, Pr, . .., PA que parmi les nombres 
Qus 92 - + + Qu. Aussi au moins l'un des nombres premiers 
faisant partie de la décomposition canonique de a figure-t-il 
dans la décomposition canonique de b. 

Par contre, si a et b sont premiers entre eux et que p 
fasse partie de la décomposition canonique de a, b n'est pas 
divisible par p, de sorte que p ne peut se trouver dans la 
décomposition canonique de b. 

16. Nécessité. Etant donné que a: pit (i — 1, 2, ...,k), 
on tire la condition nécessaire de b : a en s’en référant tout 
simplement au théorème 2. 

La suffisance se démontre par récurrence. La divisibilité 
b:p% fait partie des conditions. Supposons que nous 
ayons déjà établi que 


b'p;'... pit (1<I<H). 
De plus, nous avons à notre disposition la divisibilité 


b : Pr Comme, d'après le théorème précédent, les nom- 


bres pf'...p;!et Pi! sont premiers entre eux, nous 
pouvons  Mouee la Conséquence du théoreme 11 et écrire 


b:p; -.. P} PE 
ce qui achève la démonstration par récurrence. 
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17. Nécessité. Soit 


a=mp+rn  (0<r<m), (19) 
= M2 tr: (0< r: << m). (20) 
Etant donné que a et b divisés par m donnent le même reste, 
on ar; =r2 Donc 
a — b — m (qi — q), 
c.-à-d. a — b: m. 


Suffisance. Soit a — b:im. En divisant avec reste a 
et b par m, on obtient (19) et (20). On a alors 


a—b=m{(g —q)+r—r, 
c.-à-d. 

(a — D) — m (qi — g2) = r; — re. 
D'après le théorème 6, r; — r:: m. Mais |r, — ro| << m. 
Donc, d'après le théorème 4, r; — r> — 0, ou r;, = r2, 
C.Q.F.D. | 
18. L'hypothèse nous donne en vertu du théorème 16: 


a; = b, + mg, 
a = 2 + MG, (21) 
An — bh + Mn. , 


Ajoutant terme à terme ces égalités nous obtenons après 
de simples transformations 


(ay + ao + ... + an) — (bi + b2 + se. + bn) = 
= Mg + Y2 +... + Qn) 


ce qui, d'après le théorème 17, prouve précisément que les 
sommes divisées par m donnent les mêmes restes. 

Pour démontrer l'égalité des restes dans le cas des pro- 
duits, notons l'identité suivante 


(ë + dm) (p + qm) = kp + (pq + lip + lgm)m 
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dont il découle que le produit de deux nombres de la forme 
a + bm est lui-même un nombre de cette forme. Aussi, en 
raisonnant par récurrence, on s'assure que le produit de 
nombres de la forme a + bm en nombre quelconque est un 
nombre de cette même forme. 

En multipliant maintenant membre à membre toutes 
les égalités (21) et en appliquant au deuxième membre le 
raisonnement ci-dessus, on obtient 

Gjln . .. an —= biba .. bh + mi, 
où £ est un certain entier. Nous avons ainsi démontré que 
les produits donnent le même reste. 
19. La démonstration se fait par récurrence sur a. Pour 
a=1,ona 


a —a—=1i1—1—-0 


et 0 : p. 

Supposons que a? — a soit divisible par p et démon- 
trons que (a + 1)P — (a + 1) l'est également. En effet, 
en décomposant (a + 1)? d’après la formule du binôme de 
Newton, on a 


(a+ 1)P—(a+1)= ar + Clar-t+ ClaP2+ + 
+ CP 'a+i—a—1=a—a+Ciari+ 
+Clar2+,...4+C9"la. (22) 


a? — a est divisible par p par supposition. D'après la con- 
séquence du théorème 13, C; ( <k< p — 1) est égale- 
ment divisible par p. Par conséquent, chaque terme de la 
somme (22) est divisible par p et, partant (d'après le théo- 
rème 6), la somme aussi. 

Le raisonnement est terminé, et tout le théorème est 
démontré. 


@ CONSÉQUENCE. D'après le théorème de Fermat 
aP—a—a(ar-l — 1): p. 
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Si a n'est pas divisible par p, d'après le théorème 13, 
aP-1 __ { doit l'être. 

20. Soit m, = pi... pir et m2 = ah... qi. D'après 
le théorème 15, aucun des nombres p;,, . .., p, ne coïncide 
avec aucun des nombres qi, ..., g1. Donc la décomposition 


canonique de mym2 est pi... p,* q HE c'est 
pourquoi 
pOmms)= pt (pi 1)... pit (pa —1)98 "(ui — 1). 
qu" (gr—1), 
c'est-à-dire 
p (mim2) = p (nu) p (m2). 


21. Démontrons d'abord par récurrence sur «&@ que 
ap%=1(p-1) __ { est divisible par p*. Pour & = 1, la propo- 
sition est évidemment la conséquence du théorème de Fer- 
mat, dont nous avons déjà établi la validité. 


Supposons maintenant que aP*-{(-1) __ {:; pe et con- 
sidérons l'expression aP*(P-1) — 4, I] s'agit de démontrer 
qu'elle est divisible par p«*!, Mais 


aP4p—1)— 4 = (ar%-p-1)}P __ 4, 
Comme, par supposition, aP*”!@-1) __ { est divisible par 


p®, le nombre ar*”(P-1) se présente sous la forme Mp® + 1. 
Donc 


ap“%p-1)— {= (Npa +1) —1, 
c'est-à-dire, d'après la formule du binôme, 
aP%p-1) 2 { = NPpep + CNP-Ipap- +. 
+ CR INps+1—1. 
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Dans la dernière somme, le premier terme est divisible par 
p**1, car il l'est par p®P, et ap =>a + 1. Chacun des p — 1 
termes suivants comprend p affecté d’un exposant au moins 
égal à «& et un coefficient binomial qui, en vertu de la con- 
séquence du théorème 13, est divisible par p. Donc, chacun 
de ces termes est également divisible par p®*'. Enfin, la 
différence 1—1 = 0 peut être négligée. Aussi, d'après le 
théorème 6, aP*(P-1) — 1 : pat+i, Nous avons donc analysé 
le cas où le nombre #2 n’a qu'un seul diviseur premier. 
Supposons maintenant le théorème d'Euler prouvé pour 
les exposants #1 et m>, les nombres m, et m2: étant premiers 
entre eux. Démontrons le théorème d'Euler pour l’exposant 


m = mym2. Si l'on pose ensuite m, = pf'... pin et m2 = 


= Pix nous obtenons le résultat qui achève la démons- 
tration du théorème. Prouvons la proposition énoncée. 

Soient a et m des nombres premiers entre eux. Dans ce 
cas, a est également premier avec m,. Par conséquent, 


a%(m:) est premier avec #”1,. Donc, par hypothèse, 
(aT{m2))9 m1) — À — ami ma) À — Q4CMmima) __ À — om) — 1 


est divisible par #»,. On s'assure exactement de la même ma- 
nière que a%0m) — { est divisible par m2. Etant donné que 
les nombres m, et m, sont premiers entre eux, af%(m) — 1 est 
divisible par leur produit, c.-à-d. par m. Le théorème d'Eu- 
ler est démontré. 
22. Soit 

k = q(m)qat+r, 

k2 = pÜm)g+r. 


Dans ce cas, 
ah = awmatr — (aw(m))as ar, 


Selon le théorème d'Euler et le théorème 18, a%m)aa’ est 
congru à a” modulo m. On établit de façon analogue qu'il 
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ôn est de même des nombres as: et a’. Donc, les nombres 
ak et ak sont eux aussi congrus modulo m. 
23. Trouvons d'abord au moins une solution (x, y’) de 
cette équation. Il est évident qu'il suffit à cet effet de trou- 
ver un nombre x’ tel que ax’ — c : b. D'après le théorème 
d'Euler, a%(b) — 1 : b. Donc, ca) — c : b, et on peut en 
qualité de x’ prendre le nombre caf(b)-1, 

Supposons maintenant que (z”, y”) soit une autre solu- 
tion de l'équation ax + by = c. Montrons que les nombres 
x’ et x” divisés par b donnent le même reste. En effet, soit 


az + by = 0c, 
az" + by" = c. 


Soustrayant terme à terme la deuxième égalité de la pre- 


mière, on a 
a(z —z") —b(Yy — y") = 0, 


d'où a (x — x”) : b. Comme, par hypothèse, a et b sont 
premiers entre eux, d'après le théorème 12, z° — x” : b, 
et il ne nous reste qu'à nous en référer au théorème 17. 

De la sorte, toutes les valeurs cherchées de x se trouvent 
parmi les nombres 


Le = caNd)- 1 LE br, 
. Mais ax; — ci b, de sorte que si l'on pose 


__—a4t+e { — a) 
DE pc A 

on obtient que tous les couples de nombres x, et y, sont 
solutions de notre équation. 

24. Etant donné que les nombres 7» et 10 sont premiers 
entre eux, d'après le théorème 15, les nombres 10a + b et 
(10a + b) 105(m)-1 sont équidivisibles par m. Mais 

(10a + b) 10%0m)-1 = 1046ma + 10m) 15, 


de sorte que, selon le théorème d'Euler et le théorème 18, 
10a + b et a + kb sont équidivisibles par m"”. 
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SOLUTIONS 
DES PROBLÈMES 


1. 0 = a.0 quel que soit a. 
2. a = 1:a, donc a : 1. 


3. Soit À : a, ce qui signifie que À — ac pour un certain 
nombre entier c. Il s'ensuit que |a| 1. Mais comme a 
= 0, on doit avoir a = f. 

4. Il suffit de choisir n'importe quel c >> 1 et de poser 
b = ac. 

9. On peut, par exemple, prendre 2a pour un tel b. 
Supposons que pour un certain c, 2a : cet c : a. Cela veut 
dire qu'on peut choisir d, et d, tels que 2a = dic et c = da. 
Il en résulte que 2a = d;d,a ou, après réduction par a, 

2 — did. 
Mais pour d, et d, entiers, une telle égalité n'est possible 
qu'au cas où l’un de ces nombres est 1 et l’autre 2. Si d, — 
= 1,onac = 2a = b. Si, par contre, d, = 1, alors c = a. 

6. Les démonstrations ne diffèrent en rien de celles dans le cas 
d'une divisibilité ordinaire. 

7. Soit n un nombre fixe supérieur à 1. Posons a : b si un entier 


n 
c peut être tel que a = bc et c < n. La validité des théorèmes analo- 
gues aux théorèmes 1, 3 et 4 se vérifie sans peine. Cependant, si 
nous prenons a = nb et b= nc, alorsa : b et b : c. Dans ce cas, a = 


n 
= nc et, comme n?>n, la divisibilité a : c est impossible. Il en est 


de même de la divisibilité a+a:b 


n 

8. a) Soient a, et a, deux nombres minimaux. En vertu de la dicho- 
tomie, on a soit a > a2, soit a > a. Si & > ao, il résulte de la mi- 
nimalité de a, que a; = a2. Si, par contre, a: > ay, a = a2 résulte 
de la minimalité de a. 

b) Soient a un nombre quelconque, b, et b, ses antécédents. En 
raison de la dichotomie, on doit avoir soit b, > b2, soit b2 > bi. 
Soit, pour fixer les idées, bd, > b2. On a a > bi, > b, et, comme le 
nombre b;, précède immédiatement le nombre a, on doit avoir soit 
b, = a, soit b, — b;. Mais, par hypothèse, b, - a, donc b; = b:, 
ce qui démontre l'unicité. 
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c) On appolle le successeur de a, ou le suivant de a, un nombre b 
tel que b > a, b a et que b > c > a entraîne soit c = b, soit c = a. 

Supposons qu'un certain nombre a n'ait pas de successeur. Cela 
vout dire que, pour n'importe quel a, > a différent do a, il yaun 
an+1 différent tant de a, que de a et tel que an > ah+41 > a. Prenons 
maintenant un nombre a, > a quelconque différent de a (ce qui, en 
vertu do 2°, est possible) et, en le prenant pour point de départ, cons- 
truisons une suite infinie de nombres distincts 

DZ Z... > ZinH2 -e >. 
L'existence do cette suite contredit 4°. En conséquence, le successeur 
existe. Son unicité s'établit au moyen de la dichotomie de façon dont 
on l’a fait dans a) et b). 

9. La transitivité (3°), le fait pour l’ensemble de nombres natu- 
rels d'être illimité (5°), la propriété 4° et l'existence d'un antécédent 
(6°) restent valables. La dichotomic est remplacée par la trichotomie 
(ou bien a = b, ou bien b >> a, ou bien a = b). 

La propriété 1° (réflexivité) cesse d'être vraie, car a > a est 
toujours inexact. 

Quant à la propriété 2°, elle reste formellement valable. 

En effet, à strictement parler, dans notre cas elle s’énonce ainsi : 
pour tous nombres naturels a et b, a => b et b >> a entraînent a = b. 

Supposons que cette proposition soit fausse. Il y aura alors des 
nombres naturels a et b tels qu'on aurait en même temps a >> b, 
b=>aet a b, ce qui est impossible. La contradiction obtenue prou- 
ve la justesse de notre propose 

10. Comme nous l'avons déjà établi, notre ensemble possède 
un élément minimal. Désignons-le par a. 11 découle des résultats du 
RronIeme 8 que chaque élément a le successeur. Désignons le successeur 

e a, par a,, celui de a, par a, etc. On obtient ainsi la suite 
(23) 


Go, js A2, 


dans laquelle a,:1 £ a, quel que soit n. En vertu de la réflexivité 
et de la transitivité de la relation £-, il en résulte que a, £- ay si, et 
seulement si, & > j. 11 nous reste à montrer que la suite (23) comprend 
tous les objets considérés; on y parvient par un raisonnement par 
récurrence assez subtil, 

Supposons que b, ne fasse pas partie de la suite (23). Nous considé- 
rerons l'obtention de b, comme le premier pas de notre raisonnement 
par récurrence. Supposons qu'au bout de n pas nous parvenions à un 
certain élément b, +. 

Si bn —= a, notre processus est achevé; si, par contre, b, ; 
-£ ao, l'élément b, -; a l'antécédent que nous prendrons pour b,. En 
conséquence, nous obtenons une suite d'éléments distincts 


bErhzbr... EE... 
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En vertu de 4°, cette suite doit avoir un dernier terme. Mais selon 
le principe même de la construction de cette suite, son dernier terme 
ne peut être que aà,. Soit, pour fixer les idées, b, = @. 

On vérifie aisément que si un certain nombre a est l'antécédent 
do b, b est le suivant de a. Donc b,_4 = à, bn-2 = 42, . .., bo — an. 

Cette dernière égalité signifie que b, fait partic de la suite (23), 
mais cela contredit notre supposition. En conséquence, la suite (23) 
renferme tous les objets considérés. 

11. Soit a un nombre quelconque. Appelons chaîne d'éléments 
précédant a, toute suite de nombres distincts a; = a, &,, @, ..., 4, 


pour lesquels 
drag... a,, (24) 


où a, est minimal au sens de la relation d'ordre £-. Le nombre n est 
la longueur de cetto chaîne. 

Montrons d'abord que, dans les conditions que nous avons impo- 
sées à la relation d'ordre £-, chaque nombre concret ne peut avoir une 
chaîne d'éléments précédents arbitrairement longue. 

En cffot, soient a un certain nombre et b,, b:, . .., b, ses prédé- 
cesseurs. 

Si a, n'est pas le prédécesseur de a,, on pou on vertu de 9°, insé- 
rer dans la chaîne (24) un nombre qui soit le prédécesseur de a. Par 
conséquent, s’il existe des chaînes aussi longues que l’on veut d'élé- 
ments précédant a, il y en a dont le premier terme soit le prédécesseur 
de a. Bornons-nous à ne considérer que de telles chaînes. 

Chaque chaîne d'éléments précédant a est exactement d'une unité 
plus longue qu'une certaine chaîne d'éléments précédents de l'un de 
ses prédécesseurs. Si chacun de ceux-ci avait des chaînes d'éléments 

récédents bornées, le nombre a lui-même ne pourrait avoir des chaînes 
d'éléments précédents aussi longues que l'on veut. 

Donc, sous notre supposition, pour l'un au moins des prédécesseurs 
do a, des chaînes d'éléments précédents sont aussi longues que l'on 
veut. Désignons ce prédécesseur par a, et répétons tous les raisonne- 
ments ci-dessus. Cola nous donnera un certain nombre a, antécédent 
de a, ayant des chaînes d'éléments précédents aussi longues que l'on 
veut. En réitérant ce processus, nous arrivons à la suite 


GE DE GE... 


qui, en vertu do 4°, doit se terminer tôt ou tard. Cela veut dire que la 
suite aura un terme tel qu'on ne pourra plus lui appliquer nos raisonne- 
ments. Or, nous avons établi que nos raisonnements s'appliquent 
à chacun des termes successifs de la suite. La contradiction ainsi obte- 
nue prouve que pour aucun nombre on ne peut former des chaînes d'élé- 
ments précédents aussi longues que l'on veut. 
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En conséquence, parmi les chaînes d'éléments précédant tout 
nombre a on peut choisir la chaîne maximale. Désignons sa longueur 
par n (a). Si b ost le prédécesseur de a, on a évidemment n (b) — 
— n (a) — 1 et, pour tous les a minimaux, n (a) = 0. 

Soit, pour finir, À (a) une proposition dépendant de a. Désignons 
par B (n) la proposition selon laquelle À (a) est juste pour tous les 
nombres a pour Pques n (a) = n. Dans ce cas, comme on le voit 
aisément, l'énoncé du nouveau mode de raisonnement par récurrence 
pour À (a) coïncide avec l'énoncé sous forme ancienne pour B (n). 

12. a) Quels que soient les nombres pairs a et b, il existe des nom- 


bres pairs g et r tels que 

a=bqg+ (0<r< 2b). (25) 
De tels nombres q et r sont uniques. 
@ DÉMONSTRATION. D'après le théorème 7, il existe des nombres 
et r, tels que 

a = bgo + ro (0 < ro < Go). 


En vertu du théorème 6, r, doit être pair. Si q est également pair, on 
peut poser g = @ et r = ro. Si, par contre, q est impair, on a qg = 
= go — 1 (un tel g est évidemment pair) et r = ro + b. Dans les dois 


cas on obtient la relation (25). 
Supposons qu’en plus de (25) on ait encore une autre représentation: 


a=bg +r"(0 <r’ < 2b), 
où les nombres gq et r sont pairs. On a alors 
b(g —qg)—=r—r. 
Comme 
O<tr—r" | < 26, 
on doit avoir | 9° — qg| <2. Mais g” — q est un nombre pair. Donc, 
qg’ — g = 0, d'où l'on tire aisément le résultat cherché. 
13. Soit p le plus petit diviseur premier du nombre a. 
Il s'ensuit que a = pb. Tout diviseur premier q du nombre b 
est en même temps diviseur de a. Aussi qg > p, donc b > p, 
de sorte que a > p? et, enfin, p< Va. 
14. Condition nécessaire. Soit a : b. Il découle du théo- 
rème 13 que chaque diviseur premier de b est aussi un divi- 
seur premier de a. De la sorte, b se présente sous la forme 


pipe... pis, (26) 
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Où 0 By, OL B2, . .., 0 LB,. Supposons que B; > «4. 
Comme 


Ce à Ce 1 

: p$1p5? . Ph" p°? PR" 
D a Ba B 
phapla ... ph} AIRE TES 


est un nombre entier, le numérateur de la dernière fraction 
doit être divisible par le dénominateur et, a fortiori, par le 
nombre pfi-&, Mais alors, d'après le théorème 13, l'un au 
moins des nombres p:, ..., px doit être divisible par p:, 
ce qui est impossible. Donc, f, < &,. Comme la numérota- 
tion des diviseurs premiers de a n'a pas d'importance, 
nous avons démontré par là même que 2 < @o, . .. 
es Br L'&n. La nécessité est démontrée. 

Pour démontrer la suffisance, remarquons que si b a 
la forme indiquée, alors 


2 e an—P 
a = bp°* BD Ba px" h 


15. Comme nous l'avons déjà établi, chaque diviseur du nombre 


a à décomposition canonique p#1 p£? ... PRÀ doit avoir la forme (26), 


où BP, prend a + 1 valeurs: 0, 1, 2, ..., œi: B2 prend «@2 +1 
valeurs, etc. Comme toutes les combinaisons de ces valeurs sont pos- 
sibles et nous fournissent tous les diviseurs de a, chaque diviseur 
étant obtenu une seule fois (si un diviseur quelconque se répétait, 
cela impliquerait quo le nombre a a plusieurs décompositions canoni- 
ques), le nombre de diviseurs de a est de 


(œy + 1) (&2 + 1)... (an + 1). 


16. Soit pipe se PRè la décomposition canonique de a. On peut 
évidemment poser p, = 2, & > 2 et p2 = 4, &2 > 1. Ensuite, on a: 
(@ + 1) (@2 + 1)... (ax + 1) = 14, 


d'où k = 2, & + 1 — 7 et &> + 1 = 2. De la sorte, a — 28.3 — 192, 
17. On a: 


t (02) = + (pp?) = (203 +1) (22 + 1) —81, 
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do sorte que (2x; + 1) (2œ2 +- 1) est la décomposition du nombre 81 
en deux facteurs. Comme la numérotation des divisours premiers de 
a dépend de nous, nous nous bornons à examiner les possibilités sui- 
vantes: 


2e +1—1, 2 + 1 = 81, 
24 + 1—=3, 2a2 + 1 = 27, 
24 + 1 = 9, 2@> + 1 = 9. 


Dans le premier cas, &, = 0, ce qui est contraire à la positivité 
supposée du nombre a«,;. Les autres cas nous donnent 
A = 1, Go = 13, 
| Œ = 4, Go = 4. 
Donc, ou bien 
t(as)=T(pia1pi%2) = + (pip}9) = (341) (39 1) = 160, 
ou bien 
t(as)= + (PI pÈ A?) = + (plp}%) = 13.13 — 169. 


18. Soit p{ pe? ... pRh la décomposition canonique du nombre a. 
Par hypothèse, on a 


papas. pet = 2 (as 1) (æ2+ 1)... (an +1), 


ou encore 
Pit ps* PR * 
CTE ENS ENS TE Du se 
Notons que 
21 23 2 2 
LE C2 sit Capt Me 
31 3° 
<< << (a > 2), 
œ 
2<—È— (p>5,a>1). 


a+i 
Aussi toute fraction du premier membre de (27) est au moins égale 
à l'unité et, on conséquence, aucuno fraction ne peut être supérieure 
à 2. Donc, le premier membre de (27) ne peut contenir que les fractions 
de l'ensemble suivant : 
21 22 23 31 
141 241" 3+1" 1+1° 
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dont le produit est 2. Mais la chose n'est passible que dans deux cas : 


quand le premier membre de (27) ne contient que la fraction _ ou 
: 2: 31 
les deux fractions JET Tri” À ces deux cas correspondent les deux 


réponses, à savoir: 8 ct 12. 

19. Les théorèmes analogues aux théorèmes 11-14 ne sont pas vala- 
bles pour la divisibilité paire. 

En effet, les nombres 30 et 42 sont pairement premiers. Ils admet- 
tent le plus petit commun multiple pair 420 ct leur produit est 1260. 

Ensuite, 60 — 6.10 est divisiblo de façon paire par le nombre 
pairemont premier 30; les nombres 6 ot 30 sont pairement premiers entre 
eux, tandis que le nombre 10 n'est pas divisible de façon paire par 30. 

Finalement, 60 = 6.10 = 30.2 sont des décompositions diffé- 
rentes du nombre 60 en facteurs pairement premiers. 

20. Soit P4, P2s + - «+, Pr l'ensemble de tous les nombres 
premiers faisant partie de l'une des décompositions canoni- 


ques de a et de b au moins. Posons 


&1 _@a 


A Pi Ps... Pi 
D= pipi see Ph. 


(Si a n'est pas divisible par p;, on a & = 0; si b n'est pas 
divisible par ps, alors B, = 0.) Soit y; le plus grand des 
nombres &,; et B, pour à = 1, 2, ..., k et 6, le plus petit 
de ces nombres. 

Dans ce cas, en vertu de ce que l'on a établi en résol- 


vant le problème 13, le plus grand commun diviseur de a et 


b est pp}... pèx et leur plus petit commun multiple 


PDS seb | 


21. a) Quand on les divise par 8, 116 et 4 donnent le 
même reste, ainsi que 17 et 1. Donc, il en est de même de À 
et de 5%! — (57)1°.5, De son côté, la division de 5? = 25 et 
de 1 par 8 donne les restes égaux. Par conséquent, le reste 
de la division de À par 8 est 5. 

b) Quand on les divise par 17, 14 et —3 donnent le 
même reste. C’est pourquoi il en est de même de À et de 
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(—3)%56 = 3256 — (353.3. Mais on peut remplacer 3° par 
10:10%5.3 = (10?)*?.30. Ensuite, quand on les divise par 
17, 103 et —2, d'une part, et 2 et —1, d'autre part, donnent 
les restes égaux. Donc, À donne le même reste que (—2)* x 
X 30 — 212.30 — (2)10.4.30 — (—1)1.4.30 — 120. Le 
reste de la division de ce dernier nombre par 17 est 1. 

22. a) Soit n, le reste de la division de x par 6. Dans ce 
cas, 7, peut prendre les valeurs 0, 1, 2, 3, 4 et 5, et la divi- 
sion de n° + 11n, et de n° + 117 par 6 donne le même 
reste. Il nous faut donc essayer la divisibilité par 6 des 
nombres 0, 12, 30, 60, 108 et 180. Or, chacun de ces nom- 
bres est divisible par 6. 

b) Pour »# > 2, on a (en utilisant la formule du binôme): 


44 45n—1=(3+1)" + 15n— 1 — 
gmail... +804 4 9CR TI LA LA5n— 41 — 
= 9(324+3r3Ch+...+0C7 ?)+18n, 


et les deux termes sont évidemment divisibles par 9. 
Pour x = {, notre expression vaut 41 + 15.1 — 1 — 18. 
c) La démonstration se fait par récurrence. 
Pour x = 0 


10%-1—101—1—9 et 3011—9, 
Supposons maintenant que la divisibilité 
103" — 1 :37#3 
soit possible. Dans ce cas 
103" #1 24 — (403")8 45 — (4034) (102-3" + 403" + 1). 


Le premier facteur du deuxième membre est divisible 
par'3"*? selon l'hypothèse de récurrence. Dans le deuxiè- 
me facteur, on peut remplacer les dizaines par des unités 
qui, quand on les divise par 3, donnent le même reste; le 
nombre 3 obtenu montre que le deuxième facteur est divi- 
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sible par 3. Par conséquent, le produit tout entier est divi- 
sible par 3"+5 = 3%"+#)t#, C.Q.F.D. 

d) Il est évident que, quand on les divise par a? — a + 
+ 4, a et a — 1 donnent le même reste. Donc, il en est de 
même de a?*+l-Et (a — 1)"#3 et 


aintl + (ant — qUtl DE qi — qi #1 (1 + 05) — 


= am# (1 + à) (A — a + a, 
C.Q.F.D. 


23. Soit — une relation d'équivalence sur un ensemble de nombres. 
Prenons un nombre a quelconque et considérons tous les nombres 
équivalents à a. En vertu de la transitivité de la relation —, ils sont 
tous équivalents entre eux. Désignons par X la classe formée par tous 
ces nombres. 

Considérons maintenant un nombre b quelconque non contenu 
dans X. Si l'on avait b — c, où cest un certain nombre de X, on aurait 
également b — a, ce qui est impossible vu le choix de b. Donc, aucun 
des nombres non appartenant à K n'est équivalent à aucun des nombres 
de KX. Par conséquent, X est une classe d'équivalence contenant a. 

Comme nous avons choisi le nombre a d'une façon absolument 
arbitraire, les raisonnements que nous venons de tenir montrent que 
tout nombre appartient à une certaine classe d'équivalence. C.Q.F.D. 

24. 11 est évident que parmi les nombres ®. 1,..., mil s'en 
trouvera deux qui appartiennent à la même classe. Supposons que ces 
nombres soient k et l: k — 1. D'une façon générale, il peut y avoir 
plusieurs couples de ce genre dans une même classe. Choisissons celui 
d'entre eux pour lequel la grandeur | k — [| est maximale. Etant 
donné que — ! — —I, on a par hypothèse 

k—l1=1—1—0. 
Ensuite, on constate que, pour tout entier n, on a de même 
n(k— D = 0. 
Finalement, pour n'importe quel r, 


n(k—l)+rer, 


c.-à-d. que a == b (mod k — !) entraîne a — b. De la sorte, les classes 
ous es modulo m sont entièrement contenues dans les classes de la 
relation —. 

Pour qu'il y ait m classes d'équivalence —, il faut que chaque 
ee d'équivalence — contienne au plus une classe résiduelle et que 
k—l= m. 

25. a) Les deux membres de la congruence et le module sont divi- 
sibles par le même nombre (évidemment différent de O). 
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En effet, 
ad = bd (mod md) 
signifie quo 
ad — bd — (a — b)d : md 
c.-à-d. que a — bi m, d'où a = b (mod n). 


b) Les deux membres de la congruonce sont divisibles par un nom- 


bro premier avec lo module. 
En effet, en vertu du théorème 12, si d et m sont promiers entre 


eux, il découle do 
ad = bd (mod m), 
C.-à-d. de (a — b)d : m, que a — b : m, C.Q.F.D. 
26. Supposons ae 1<Sk<I<Lp—1, ka = la (mod p). Cela 
signifio que (1 — k) a : p. Etant donné que a n'est pas divisible par p, 


on devrait avoir ! — k ? p. Mais cela est impossiblo, car 0 < ! — k < p. 
27. Nécessité. Soit P un nombre premier. Posons 0 < q < p. Parmi 
les nombres q, 2g, ..., (p — 1) q, il s'en trouvera exactement un qui, 


divisé par p, donnera { pour reste. Soit qq ce nombre: 
gg = 1 (mod p). (28) 

Parallèlement, parmi les nombres q, 2q, ..., (p — 1) q, il no peut 
y en avoir qu un qui, divisé par p, donne ! pour reste. Comme nous 
l'avons déjà établi, il s'agit du nombre qq. 

Voyons dans quel cas g = q. Dans tous les cas do ce genre, la con- 
gruence (28) se récrit comme suit: 
| g? = { (mod p), 


ou, ce qui revient au même, 
q° — 1=0 (mod p). 
Cela signifie quo 
g—1=(q+1)@q—-1)îp 
Etant donné que le nombre p est premier, d'après lo théorème 13, on 
doit avoir sait g+1 : p, soit g—1 : p. Comme lo nombre q est compris 


entre 0 et p, le premier cas n'est possible que pour qg — p — 1 ct le 
deuxième pour qg = f. 
En conséquence, on peut former avec les nombres restants 2, 
— 2 des couples tels que, quand on le divise par p, le produit 
des nombres de chaque couple admet 1 pour resto. Ecrivons É congruen- 
ces de la forme (28) pour tous les couples de ce type, ajoutons la con- 
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grucnce 
p—1=p— 1(mod p) 
p+i 


et multiplions terme à terme tous les —5— Congruences obtenues. 


Le premier membre comprendra alors le produit de tous les nom- 
bres de 2 à p — 1 (ce dernier figurera deux fois), et le deuxième mem- 
bre sera l'unité: 

2.3 ... (p — 1) (p — 1) = 1 (mod p), 
c'est-à-dire 
2.3 ...(p—1)= p — 1 (mod p), 
ou 
1.2.3 ... (p — 1) + 1 = 0 (mod p). 

Cette dernière relation signifie que 

12...(p—1)+1:p, 
C.Q.F.D. 

Suffisance. Si le nombre P n'est pas premier, il peut être décom- 
posé en un produit de deux facteurs plus petits: p = p,p>. 

Si py Æ P2, P1 t p2 sont des facteurs du produit 1.2 ... (p — 1) 
qui est de ce fait divisible par p,p2, c.-à-d. par p. Soit maintenant 
p' — p2 = q. Dans ce cas, p = g* (c.-à-d. que p est le carré d'un nom- 

re A NP Sig=>2,onap> 2: et le produit 1.2 ... (p — Î) 
a pour facteurs q et 2q, de sorte que dans ce cas il est divisible par g', 
c.-à-d. par p. Dans les deux cas, 1.2 ... (p — 1) + 1 ne peut être 
divisible par p. Enfin, si p = 4, alors 1.2.3 — { — 5 et n'est pas divi- 
sible par 4. 

28. THÉORBME. Soit m— p{ pi... pyh la décomposition 
canonique de m. Dans ce cas pourque les nombres À et B soient congrus 


modulo m, il faut et il suffit qu'ils soient congrus modulo pŸ, pa? , . 
. PRA. 

© DÉMONSTRATION. Condition nécessaire. La congruence modulo m 

des nombres 4 et B signifie que À — B : m. A fortiori À — B : pfi(i — 

= 1,..., k), et les nombres 4 et B divisés par tous les pft admettent 


le même reste. 
Condition suffisante. Supposons que, si on les divise par chaque 


pit, les nombres À et B donnent le même reste. Désignons par r, 
le resto de la division de À et B par pfi(i = 1, 2, ..., k). Cela si- 
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gnifie que 
A= r; (mod pit). (29) 
Supposons ensuite que 
RL i=1,...,k, 
Œi 
Pi 
et multiplions tous les termes de (29) par m,: 
Am = mr (mod mn). 
En ajoutant termo à terme toutes ces congruences, on obtient 


A (mn: + M2 ….. + mp) = Miy/. + Mor2 + ….. + MErRk (mod (6 


Etant donnée la congruence modulo pft, p£?, ..., p£n de À et B 
on a également 
B (m:; + m2 + . + mp) == Mir; + Mor2 + ….. - MmRTR anne 
En retranchant terme à terme (31) de (30), on a 
(4 — B)(m + me + ... + my) == 0 (mod m), 
c'est-à-dire (A — B) (m, + m2+ ... + mp) ° m. 

Mais la somme m4, + m2 + ... + m, et le nombre m sont pre- 
miers entre eux. En effet, si cette somme et m avaient un diviseur pre- 
mier commun p, celui-ci ferait partie de la décomposition canonique 
de m, c.-à-d. qu'il aurait la forme p,. Mais dans ce cas il serait diviseur 
tant de la somme entière que de chacun de ses termes sauf un, à savoir 
mi, Ce qui est impossible. 

Nous pouvons maintenant appliquer le théorème 12, qui nous per- 
met d'établir que À — B : m, c.-à-d. que les nombres À et B divisés 
par m donnent le même reste. 

29. a) Ecrivons le système d'égalités qui décrivent les divisions 
euclidiennes appliquées aux nombres a et b: 


a = bg+r, 
b=ng+r 
= +rs (32) 


Tn-2 = lnA9n-1 À ln 
Tn-1 — lnn: 
On ar, ©: r,. Compte tenu de r, _2=rh-19n 1 + rh, on en déduit 
que r, > ? r,}. En montant dans le système d'égalités (32), on obtient 
enfin a : r, ot b  r,. Donc, r, est le diviseur commun à a et b. 
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Soit d un diviseur commun quelconque de a ct b. Compte tenu 
de a = bgo+-"1, on en déduit que r, : d. En descendant dans le système 
d'égalités (32), on a successivement r2 : d,rs : d,. : d. Donc, rn 
est divisible par tout diviseur commun äaet b, c'est done le plus grand 
commun diviseur de ces nombres. 

b) La démonstration se fait par récurrence. En posant 4, = 0, 
Bo = 1, A4 = 1, Bi = —Qo, on a r, = b = aA, + bBo et r, = 
= aÀ, + bB,;. Soit maintenant 

Th — Ana + By 1b, 
Th = Aha + B,b, 
mais alors 
Th = Th — ThQhts = (Ag — Qn+sAg) a + 
R-1 — 9RHIOR 
et il nous reste à poser 
An — QhhAn = Ant 
Bhs — qht1Bh = Bt. 
4, et B, sont donc les nombres À et B cherchés. 

30. Si b et c sont penIe entre eux, on peut, d’après ce qui pré- 

cède, trouver des nombres entiers B cet C tels que 


bB + cC = 1, 
ou, en multipliant par a, 
abB + acC = a; 
ab : c par hypothèse; ac : c est évident; donc a : c 
31. Bornons-nous à considérer le caractère de congruence 


modulo 8. 

Soit À un nombre naturel quelconque représenté sous la 
forme 1000 a + b, où 0 < b << 1000 (c.-à-d. que b est le 
nombre de trois chiffres par lequel se termine À) et 


b si À > 1000, 
(A) = | reste de la division de À par 8 si 8 < À << 1000, 
n'est pas définie si À < 8. 


32. Ceux dont les décompositions canoniques ont la 
forme 24.58, 

33. Les conditions a) et b) sont remplies automatique- 
ment. Etant donné que 10 est congru à 1 modulo 5, il doit 


11 


en être de même des nombres À et f (4). Enfin, on établit 
par un simple calcul que f (A) < À pour À > 3. 

34. a) f (858 773) — 38; f (38) = 11; . f (1) - = 2. 

b) f (A) = 4444-4 — 17 776; f (17 776) = 28: 

f (28) = 10; f (10) = 1. 

35. Le caractère de congruence modulo 9 est analogue 
au caractère de congruence modulo 3 

Pour obtenir le caractère de congruence modulo 11, 
représentons le nombre À sous la forme 


10%"a, + 102"-2a, is + ... + 10?a; + @o, 


où 0< a; << 100. Il est évident qu'une telle représentation 
correspond à la partition du nombre en tranches binaires 
(de droite à gauche). Soit 


Ao+a+...—+a, si À > 100, 
1 (A) — reste de la division de À par 11 si 11 < À << 100, 
n'est pas définie si À < 11. 


Il nous reste à indiquer que À est congru à f (A) modulo 
11 et que f (4) < À. 

Un autre caractère de congruence modulo 11 s'obtient 
sur la base de la représentation du nombre À sous la forme 


A = 10"a, + 10"-1a,, + ... + 10a, + a 


etens ‘appuyant sur le fait que 10 est congru à —1 modulo 
11 et 100 à 1. Les nombres À et ao — a, + ap — 43 + . 
. + 4, donnent donc des restes égaux, et l'énoncé du 
caractère “correspondant ne présente aucune difficulté. 
Enfin, on peut, en partageant le nombre À en tranches 
ternaires, le représenter sous la forme 


10%"a, + 10%"-Sa,_, + ... + 10a; + a 


(0 < a, 1000). Dans ce cas, À est congru à la somme 
a + 4 + ... + a, modulo 37 et à la somme alternée 
Ag — A +a— ...+a,, modulo 7, 11 et 13. 


78 


36. Si les nombres a et b sont congrus par rapport à m 
a — b:m. Donc, en vertu du théorème 6, les nombres a 
et b sont simultanément divisibles ou non par m. 4 et 5 sont 
équidivisibles par 3, mais ne sont pas congrus modulo 3. 

37. Supposons que l'équidivisibilité par m entraîne la 
congruence par rapport au module #1. Cela signifie que tous 
les nombres non divisibles par m» sont congrus modulo mm. 
Donc, le reste doit être 1, ce qui fait que m = 2. 

38. La relation d'équidivisibilité par m est évidemment 
réflexive (tout nombre est équidivisible par m avec lui- 
même), symétrique (si a et b sont équidivisibles, b et a le 
sont aussi) et transitive (si a et b sont équidivisibles et 
que b'et c le soient aussi, il en est de même de a et c). 

Par conséquent, il s’agit d'une relation d'équivalence, 
l'une des classes comprenant tous les nombres divisibles 
par » et l'autre tous les nombres qui ne le sont pas. 

39. On vérifie aisément que, pour m > 2, l'équidivisi- 
bilité des sommes ne découle pas de l’équidivisibilité des 
termes. 

Pour que l'équidivisibilité des produits découle de celle 
de leurs facteurs, il faut et il suffit que le nombre m soit 
premier. 

En effet, si l'un des produits est divisible par un nombre 
premier p, en vertu du théorème 13, l'un au moins des fac- 
teurs de ce produit doit l'être également. Mais alors le 
facteur d'un autre produit, qui est équidivisible avec ce 
facteur, est lui aussi divisible par p, et il en est de même 
du produit tout entier. Si, par contre, l'un des produits 
n'est pas divisible par p, l'autre ne peut l'être non plus 
(sinon, en vertu de ce que l'on vient d'établir, le premier 
produit serait lui aussi divisible par p). 

Par contre, si p est composé, les produits de facteurs 
équidivisibles peuvent ne plus être équidivisibles. Il suffit 
de poser p = PP (P1 Æ 1, P2 Æ À), auquel cas les nombres 
4 et p,, de même que 1 et p2, sont équidivisibles par p, 
tandis que leur produit ne l'est évidemment pas. 
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40. Corollaire du problème 36a). 

41. C'est évident pour les conditions a) et b). 

Si a — b > 0, il est évident que f (A4) < À. Si, par 
contre, a — 2b < 0, il se peut que cette inégalité soit faus- 
se. Le module | a — 2b]| atteint sa plus grande valeur pour 
a = 0 et b — 9, elle est égale donc à 18. En conséquence, 
pour À => 19, on doit avoir f (A) << À. La justesse de cette 
inégalité pour des valeurs inférieures est assurée par la 
détermination de la fonction f. 

Enfin, 10a + b est équidivisible par 7 avec 50a + 5b 
(car 5 et 7 sont premiers entre eux), donc avec 50a + 5b — 
— 7 (7a + b) = a — 2b. 

42. 15 divisé par 7 donne 1 pour reste, tandis que 
1—2-5— —9 et le reste de la division de 9 par 7 est 5. 

43. Condition c). f (4) < À signifie que a + 4b < 
< 10a + b, c'est-à-dire que 3b < Ja. Aussi, pour a > 4, 
la condition nécessaire est-elle remplie. 

Condition d). Il est évident que, quand on les divise 
par 13, 10a + b et 40a + 4b sont équidivisibles et que 
ce dernier nombre est congru à a + 4b. 

44. Le caractère de divisibilité n'est plus efficace car 
f (39) = 39. 

45. Supposons qu'il nous faille établir le caractère de 
divisibilité par un certain m. Essayons de trouver un s 
-premier avec m qui soit petit et tel que 10s + 1 : m (il en 
a été ainsi pour »m = 7; s s'est alors avéré égal à 3) ou bien 
que 10s — 1: m (ainsi, pour mm» — 13, on a s — 4). 

Dans le premier cas, À = 10a + b et 


10as + bs = (10s + 1) a — a + bs, 
c.-à-d. a — bs, sont équidivisibles par m; dans le deuxième 


cas, il s’agit de l'équidivisibilité par m de À — 10a + b 
et de 


(10s — 1) a + a + bs, 
c'est-à-dire a + bs. 


En conséquence, 


10a + b et a — > sont HOME par 17, 


» a + 2b » 19 
» a + » » 23, 
» a — 3b » » 29. 
» a + 3b » » 31. 


Nous laissons au lecteur le soin d'achever les énoncés 
rigoureux de ces caractères de divisibilité. 


46. a) Etant donné que 100 est congru à 2 modulo 49, 
tout nombre de la forme 


10%"a, + 10%"-2a, _, +... + 107a, + a; (0 < a; << 100) 
est congru à 


2'an + 2"-lay si +...+2a+a 
modulo 49. 


b) 10a + b et a + 5b sont équidivisibles par 49. 

47. Les conditions a) et b) sont remplies automatique- 
ment. Les conditions c) et d) sont satisfaites parce que le 
passage de À à F (4) se ramène au remplacement de certains 
nombres par les restes de leur division par À (qui sont 
inférieurs à ces nombres mêmes et donnent les mêmes 


restes). 
45. a) M=a=.. = ln = 0, c.-à-d. rr = 0 (422) ; 
b)rs=r =... =" = 0, c.-à-d. r, = 0 (423); 
l'in =tasrir == ll, cena ri = 1: 
d) r, = r3 — = Foy —= 1 2 ==... 


| + 


.. —=lor = 1, c.-à-d. rh — 
€) Fyrti = D l'orge = à lotgs = 
ot4+s = D lét —= 
49. Nous en laissons le soin au lecteur. 
50. Ni 24 — 2 ni 25 — 1 ne sont divisibles par 4. 
51. Si a: p, alors «? : p,et le théorème est démontré. 
Si, par contre, a n'est pas divisible par p, «a et p sont pre- 
miers entre eux, et nous pouvons simplifier la congruence 


1); 
s Téi+s — 4, 


(ær) 
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de l'énoncé du théorème : 
aP-1 = { (mod p). 
Pour démontrer cette dernière relation, divisons avec 
reste chacun des nombres de la forme fa (ft — 1, 2, ... 
..s P — 1) par p: 
= qB+ru 
ce qu'on peut récrire comme suit: 
a = ri (mod p), 
2a = r2> (mod p), (33) 


(p—1)a=r)_ (mod p). 


Il découle du résultat du problème 26 que chacun des 
nombres 1, 2, ..., p — 1 figure une fois parmi les nom- 
bres r. En multipliant toutes les congruences (33), on obtient 


1.2...(p—1)a"-1=1.2...(p — 1) (mod p). 


Il nous reste à diviser cette relation par 1:2...(p — 1). 
52. @ (12) = œ (22: … — 21-1(3 — 1) — 2.2 — 4, 
1 = (23.3-5) = 23-1 (3 — 1) (5 — 1) — 
32 


p (4000) — p (2355) = 23- 159-1(5 — 1) = 4:25.4 — 


58. Cherchons m sous la forme p{'p5° . P,* , auquel 
cas 


a) pt" (pi—1) #7" (pa — 1)... pEk (px —1) = 10. 


Le produit du premier membre doit être divisible par 5, 
donc, ou bien l’un des nombres p;, ps, . . ., pA est 5 (suppo- 
sons, pour fixer les idées, que p1 = 5), ou bien l'une des 
différences p4 — Â, pe — 1, . .., p, — 1 est divisible par 5 
(supposons que dans ce cas p, — 1 : 5). Dans le premier cas, 
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Pi — 1 = 4, ce qui est impossible, car 10 n'est pas divisiblo 
par 4. Etant donné que p, doit être un nombre premier et que 
10 : p, — 1, le deuxième cas n’est possible que pour p, = 11. 
Mais alors «; = 1, et il découle du théorème 21 que 


e(<r)= 1, 


c'est-à-dire ou bien À 1 = 1, ou bien — 2, 


En définitive, on a my — 11, mo = 22. 


b) pt! (p;—1) p£t7 (pa —1) ... pen! (pn—1)=8. 


Si m est impair, alors œ = @> =... — on — 1 (car 
le deuxième membre de l'égalité écrite est la puissance 
de 2): 


Pa — 1) (p2 — 1)... (px — 1) = 8. 


Cela n'est res que pour À = 2, py = 3, p2 = 5, c'est-à- 
dire pour m = 15. 

Supposons maintenant le nombre m pair. Posons, pour 
fixer les idées, p; = 2. Il est évident que, comme précédem- 
ment, GŒ—...—ax = 1, et l’on a 


2%"! (p2 — 1)... (px — 1) = 8. 


On a évidemment « < 4. Si « = 1, ce cas est analogue au 
cas considéré: |’ égalité écrite n'est également possible 
que pour # = 3, p2 = 3, p3 = 5, c'est-à-dire pour m —= 30. 

Si a = 2, alors k = 2, po =5et m = 20. 

Si a = 3, alors À = 2, p: — 3 et m = 24. 

Si, enfin, a = 4, alors k = 1 et m = 16. 

Le problème a donc pour solutions: m, — 15, m2 — 30, 
ma — 20, m, = 24, ms = 16. 

94. Supposons que 


PF" (ps—1) PS (pa— 1)... pEr  ! (pa —1) = 14. 
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Chacun des nombres de la forme p; — 1 est soit l'unité, 
soit un nombre pair et ne peut donc être 7. Etant d'une 
unité inférieur à un nombre premier, il ne peut être égal 
à 14. Donc, l'un des nombres pat" l'est un 7. Mais alors 
Pi — 1 = 6, tandis que 14 n'est pas divisible par 6. 

55. Soit m = pi p2 ...p,*. Considérons d'abord le 
cas où m est la puissance d'un nombre premier: m = p®. 
Pour qu'un nombre soit premier avec m, il faut et il suffit 
qu'il ne soit pas divisible par p. Mais parmi les nombres O0, 
1,2,...,m—lilyaen tout — divisibles par p. En con- 


séquence, cette suite contient 


= pal (p—1)= p(m) 


nombres premiers avec p. 

Notons maintenant que pour que a et m soient premiers 
entre eux, il faut et il suffit que le reste de la division de 
a par m soit premier avec a. 

D'après ce que nous venons de montrer, le nombre des 
restes de la division par pi qui sont premiers avec pi 
est égal à p(p;'). Mais, comme nous l'avons établi au 
cours de la résolution du problème 40, l'égalité des restes 
de la division des nombres par tous les pi! entraîne Îa 


congruence modulo m de ces nombres et inversement. 
De plus, pour qu'un nombre soit premier avec m, il faut 


et il suffit qu'il soit premier avec chacun des nombres p'1- 

En conséquence, à chaque combinaison de restes de la 
division parpf', P2, . -., p,*, qui sont premiers avec les 
divisieurs correspondants, correspond exactement un reste 


Di 


modulo m premier avec m. Il nous reste à noter que le 
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nombre de telles combinaisons de restes est égal à @ (pf') x 


X p(P2)... p(p,*) = @ (m). 
56. Le soin de résoudre ce problème est laissé au lecteur. 
57. ni —_n = n (nf — 1). Mais 


12 n9043) 2 2900) = n395) — 7693) — n 1292), 


Donc, on a soit n : p, soit n!? — 1 : p pour p = 2, 3, 5, 7, 
13. Il ne nous reste plus qu'à nous référer au théorème 16. 

58. Le soin de trouver la solution de ce problème est 
laissé au lecteur. 

59. Admettons que le plus grand commun diviseur des 
nombres a et b soit d. Si c n'est pas divisible par d, l'équation 
ax + by = c n'a pas de solutions entières. Si, par contre, 
c est divisible par d, on peut simplifier les deux membres 
de l'équation par d, et on arrive au cas examiné précédem- 
ment. 

60. Soient À et B tels que aAÀ + bB = 1. Posons 


1 —aA 


=cA+bt, y=c Fa 


— al, 


auquel cas 
at: + by, = a (cA + bt) + b (e se —at) — 
= caÀ + abt + c(1—aA)—abt —c, 


et (x,, y1) est effectivement une solution de notre équation. 
61. a) x — 9.55 +71 — 28125 +71, 

— 4 

54 — — 20 088 — 54. 

Etant donné que, dans les expressions de zx, et y,, les 
termes constants et les coefficients de £{ sont en quelque 
sorte « approximativement proportionnels », on peut espérer 
pouvoir représenter nos solutions à l'aide des nombres plus 
petits. En effet, on peut écrire 


Zi =60+7(t+ 4017), y, = — 3 — 5 (t + 4017), 
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y: =9 


ou, en posant £ + 4017 = {’, on a 
TL — 6 + 74, Ut: —= —3 — 5{'. 


Notons que le procédé de résolution donné au problème 
60 permet de se contenter de nombres plus petits, mais né- 
cessite des calculs un peu plus compliqués. 

b) Profitons de ce que 25 modulo 13 appartient à l'ex- 
posant 2. On peut écrire 


x = 8-25 + 13 = 200 -4- 134, 


1 — 25? 
TE 2 — 384 — 251, 


Yi = 8 


ou, après simplifications, 
Tt — D + 134", Ur — —9 — 254. 
62. La condition c) est remplie automatiquement, et la 


condition d) découle du théorème 25. 
63. 


_m |17 19 27 29 31 49 
k'|12(ou5) 2 19 3 28(ou—3) 5 


64. Nous laissons au lecteur le soin de trouver la solution 
de ce problème. 


Suite 
de Fibonacci 


INTRODUCTION 


1. L'’Antiquité fut riche en grands mathématiciens. Maintes 
réalisations de la science mathématique ancienne émerveil- 
lent toujours par la finesse d'esprit de leurs auteurs, et les 
noms d'Euclide, d'Archimède, d'Héron sont connus de toute 
personne cultivée. 

Il en va autrement pour le Moyen Age. Les mathématiques 
moyenâgeuses se développaient très lentement et nous ont 
laissé peu de noms célèbres. Aussi l'anonymat des découver- 
tes de la science mathématique du Moyen Age ne prend-t-il 
fin dans les cours scolaires qu'avec Viète (XVI® siècle). 

Cela augmente d'autant l'intérêt de Liber abacci, un 
ouvrage du célèbre mathématicien italien Léonard de Pise, 
dit Leonardo Fibonacci (abréviation de filius Bonacii). 
Ce livre fut écrit en 1202, mais scule sa deuxième variante 
datant de 1228 nous est parvenue. 

Liber abacci est un ouvrage volumineux qui réunit à peu 
près tout ce qu'on savait à l'époque sur l’arithmétique et 
l'algèbre et qui a marqué pendant plusieurs siècles le déve- 
loppement des mathématiques en Europe occidentale. 
En particulier, c'est ce livre qui a fait connaître aux Euro- 
péens les chiffres indiens (dits « arabes »). 

L'exposé du traité est illustré par un grand nombre de 
problèmes qui en occupent une partie importante. 

Examinons le problème qu'on trouve pp. 123-124 du 
manuscrit de 1228. 

« Combien de paires de lapins peut engendrer une seule 
paire pendant une année? » 

« Quelqu'un a mis une paire de lapins dans un endroit 
entouré de murs pour savoir combien de paires de lapins 
naîtraient au cours d’une année, la nature des lapins étant 
telle que dès l'âge de deux mois une paire en engendre tous les 
mois une autre. Comme la première femelle met bas le pre- 
mier mois, il faut doubler et tu as deux paires pour ce mois; 
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l'une d'elles, à savoir la première, a également les petits 
89 


Une pairo 
1 


Premier mois 
2 

Deuxième mois 
3 


Troisième mois 
5 


Quatrième mois 
8 
Cinquième mois 
13 
Sixième mois 
21 
Septième mois 
34 
Huitième mois 
55 
Neuvième mois 
89 
Dixièmo mois 
144 


Onzième mois 
233 


Douzième mois 
377 


lo mois suivant, de sorte que lo deu- 
xième moison a3 paires; le moissuivant 
deux paires sur trois procréent, ce qui 
donne deux paires de plus et le nombre 
de paires de lapins s'élève à 5'le troi- 
sième mois ; 3 d'entre elles ont la des- 
cendance et les paires de lapins sont 
huit le quatrième mois; sur ce nom- 
bre 5 engendrent 5 autres et l’on ob- 
tient le cinquième mois 13 paires 
(5 + 8 = 13); 5 femelles nées le cin- 
quième mois ne lapinent pas, tandis 
que les huit autres mettent au monde 
encore 8 paires, de sorte que le sixième 
mois on a 21 paires 21 plus 13 paires 
nées le septième mois donnent 34; 34 
plus 21 paires nées le huitième mois 
donnent 55; 55 plus 34 paires nées le 
neuvième mois donnent 89:89 plus 
55 paires venues au monde le dixième 
mois donnent 144 paires: celles-ci plus 
89 paires engendrées le onzième mois 
donnent 233 paires ; 233 plus 144 paires 
nées le dernier mois donnent 377: tel 
est le nombre de paires de lapins engen- 
drées par la paire de départ dans 
l'endroit donné douze mois plus tard. 
Le tableau ci-contre montre comment 
nous procédons, à savoir nous ajoutons 
le premier nombre au deuxième, c'est-à- 
dire 1 et 2, le deuxième au troisième, 
le troisième au quatrième, et ainsi de 
suite jusqu’à ce que nous ajoutons le 
dixième nombre au onzième, c'est-à- 
dire 144 et 233, et obtenons le nombre 
total de paires de lapins, c'est-à-dire 
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377; on peut continuer cette opération à l'infini. » 


2. Passons maintenant des lapins aux nombres et considé- 
rons la suite numérique suivante: 


Ui Uo, . .., Un (1) 
où chaque terme est égal à la somme des deux termes immé- 
diatement précédents, c’est-à-dire que pour tout r > 2,ona 

Un = Un-1 + Uno. (2) 

Les suites dont chaque terme est défini comme une 
fonction des termes précédents sont assez fréquentes en 
mathématiques; on les appelle suites récurrentes. On dit 
que les éléments d'une telle suite sont déterminés par 
récurrence et l'égalité (2) est la relation de récurrence. Le lec- 
teur pourra trouver des éléments de la théorie générale des 
suites récurrentes dans la brochure de A. Markouchévitch 
« Quatre cours de mathématiques » (Editions de Moscou). 

Remarquons avant tout que la condition (2) ne suffit pas 
à elle seule à déterminer les termes de la suite (1). On peut 
écrire une infinité de suites numériques distinctes vérifiant 
cette condition; par exemple, 

2, 5x 7 12, 19; 31, 50,:::, 
1, 3, 4, 7, 11, 18, 29,..., 
—1, —5, —6, —11, —17, ..., etc. 

Ainsi, pour que la suite (1) soit déterminée de façon 
unique, la condition (2) est manifestement insuffisante; 
on doit donc introduire des conditions supplémentaires. 
On peut, par exemple, se donner quelques premiers termes 
de la suite (1). Combien doivent-ils être pour pouvoir cal- 
culer tous les termes suivants à l'aide de la seule condi- 
tion (2)? 

Disons pour commencer que tout. terme de la suite (1) 
ne peut être obtenu à l’aide de (2), ne serait-ce parce qu'il 
n'est pas nécessairement précédé de deux autres; par exem- 
ple, le premier terme de la suite n’a pas de terme précédent 
et le deuxième n'en a qu'un seul. Donc, en plus de la condi- 
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tion (2), on doit encore savoir les deux premiers termes de 
la suite (1). 

Il est évident que cela suffit pour pouvoir calculer 
tout terme de cette suite. En effet, u; peut être calculé 
comme la somme des deux termes donnés u, et w,; u,; comme 
la somme de &#, et du terme déjà calculé u:; u,; comme la 
somme des termes déjà calculés uw, et u,, etc., à l'infini. 
En passant de cette façon de deux termes consécutifs de 
la suite au terme immédiatement suivant, on peut aboutir 
à un terme de numéro donné à l'avance et le calculer. 


3. Considérons maintenant un cas particulier important 
de la suite (1) en posant u, — 1 et u; — 1. La condition (2) 
nous permet, on l'a vu, de calculer successivement tous les 
termes de cette suite. On peut vérifier facilement que les 
quatorze premiers termes de la suite en question sont les 
nombres 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 
déjà rencontrés dans le problème de Fibonacci sur les lapins. 
La suite (1) avec uw, = u, = 1 est donc appelée la suite 
de Fibonacci. 

Les termes de la suite de Fibonacci (#ombres de Fibonacci) 
jouissent de nombreuses propriétés curieuses fort importantes. 


$ PREMIÈRES PROPRIÉTÉS 
DES NOMBRES DE FIBONACCI 


1. Calculons tout d'abord la somme de n premiers termes 
de la suite de Fibonacci. Plus précisément, démontrons que 


U+uo +... + Un = Unys — 1. (1.1) 
En effet, on a: 


= Unts — Un; 
Un = Un+2 — Uni: 
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En additionnant membre à membre, on obtient 
Uy + Us... + Un = Ung2 — Up 
et pour en déduire (1.1) il suffit de se rappeler que u: = 1. 


2. La somme des termes de la suite de Fibonacci aux numé- 
ros impairs: 


Ut Us + Us +... + Uon-y = Un. (1.2) 


Pour démontrer cette égalité écrivons 


Us — Up, 
Ug = Uy — Un, 
Us — Ug — Us, 


Uon-1 — Uon — Uon-2. 
En additionnant membre à membre, nous obtenons le 
résultat cherché. 


3. La somme des termes de la suite de Fibonacci aux numé- 
ros pairs: 
Uo + Uy +... + Uon = Uonty — 1. (1.3) 
En vertu du n°1 on a 
Uy+üu2+us +... + un = Uonsz — 1; 
en retranchant de cette égalité l'égalité (1.2), on obtient 
Up + Ui +... + Uon = Uonte — À — Uon = Uons — À, 
ce qu'il fallait démontrer. 
Retranchons maintenant (1.3) de (1.2); on obtient 
Uy — Uo + Ua — Us 0 + + Uon-i — Uon = —Uon-i + 1. 
(1.4) 
Ajoutons ensuite Uonss aux deux membres de ({.4): 
Uy — Ug + Us — Uy +... — Uon + Uonys = Uon + 1. 
(1.5) 
De (1.4) et (1.5) on déduit la formule suivante pour la 


93 


somme alternée des termes de la suite de Fibonacci: 
Uy — Ugo + Us — Us +... + (1) tu, =(—1} tu, +1. 
pa (4.6) 


4. Les formules (1.1) et (1.2) ont été obtenues par addition 
membre à membre de plusieurs égalités évidentes. Un autre 
exemple en est fourni par la formule donnant la somme des 
carrés de x premiers termes de la suite de Fibonacci: 


ui +ui+... + ui = Unlns: (1.7) 
Pour cela remarquons que 


URURss — Uk = Uh (Un+1 — Uh-1) = u». 
En additionnant membre à membre les égalités suivantes: 
ui — Ua, 
Uÿ = Uzls — Ulr, 
US = Uslls — Uls, 


Un = UnUnzi — Un-jUn) 
on obtient la formule (1.7). 


5. De nombreuses relations entre les termes de la suite 
de Fibonacci sont plus faciles à démontrer par la méthode 
de l'induction complète. 


Décrivons la méthode de l'induction complète (ou le raisonnement 
par récurrence). Pour démontrer qu'une proposition quelconque est 
vraie pour tout entier naturel, il suffit d'établir que: 

a) elle est vraie pour le nombre 1; 

b) si elle est vraie pour un entier naturel n quelconque, elle l'est 
pour n + 1. 

Aussi toute démonstration par récurrence d’une proposition vraie 
pour tout entier naturel se fait-cllo en deux temps. 

La première partie (d'habitude assez simple) établit que la propo- 
sition que l’on démontre est vraie pour le nombre {. Dans la deuxième 
(d'habitude plus compliquée), on suppose que la proposition que 
l'on démontre est vraie pour un entier naturel n (quelconque mais 
fixe) et l'on déduit de cette hypothèse de récurrence que la proposition 
en question est vraie aussi pour n + { 
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Parfois le raisonnement par récurrence fait passer « do tous les 
nombres plus petits que nr à n +. Dans ce cas on n'a plus besoin de la 
première partie de la démonstration car, à proprement parler, la démons- 
tration pour nr = 1 n'est autre que le passago do « tous » les entiers 
positifs plus petits que { (qui n'existent pas) à 1. 

C'est justement de cette façon qu'on démontre que tout entier 
naturel peut êtro décomposé on facteurs premiers. 

Supposons que tous les entiers naturels inférieurs à un certain n 
puissent être décomposés en produit de facteurs premiers. Si n est un 
nombre premier, il est lui-mêmo sa décomposition. Si, par contre, n est 
un nombro composé, par définition il peut être mis sous la forme d'un 
produit d'au moins deux facteurs: n — nn: avec ni, = 1 et n2 # Î. 
Mais alors n, < n et n2 < n et selon l'hypothèse de récurrence n, et 
n, sont tous les deux décomposables en facteurs premiers. 11 en résulte 
que lo nombre n est lui-même décomposable en facteurs premiers. 

Une variante encore plus compliquée du raisonnement par récur- 
rence sera utilisée dans la démonstration du théorème du n° 36, $ 2. 


6. La réalisation la plus simple de l'idée du raisonnement 
par récurrence dans le cas de la suite de Fibonacci est la 
définition même de cette suite. Comme on l'a vu dans l'In- 
troduction, elle comprend l'indication des deux premiers 
termes de la suite de Fibonacci: u, = 1, u,; = 1 et le pas- 
sage de u, et Un+1 à Un+2 donné par la relation de récur- 
rence 
Un À Unti = Un+o. 


Il en résulte en particulier que si une suite numérique 
quelconque commence par deux unités et si chacun des 
termes suivants est la somme de deux termes immédiatement 
précédents, elle est la suite de Fibonacci. 

À titre d'exemple examinons un problème appelé « pro- 
blème du sauteur ». 

Un sauteur saute dans la même direction sur une piste 
divisée en cases. Chaque saut le porte dans la case suivante 
ou une case plus loin. De combien de façons le sauteur 
peut-il se déplacer de 7 — 1 cases et, en particulier, de la 
première case à la n-ième? (Les façons de sauter sont consi- 
dérées comme identiques si le sauteur passe par les mêmes 
cases.) 
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Désignons le nombre cherché par x,. Il est évident que 
z, = 1 (car le passage de la première case à elle-même peut 
être réalisé d’une seule façon — ne pas sauter) et 2: = 1 
(le passage de la première case à la seconde est aussi unique : 
c'est un saut dans la case immédiatement suivante). Suppo- 
sons que le sauteur veuille arriver dans la (x + 2)-ième 
case. Par définition, le nombre total de procédés possibles 
est en l'occurrence égal à æxz,+2. Mais ces procédés sont 
divisés dès le début en deux classes: ceux qui commencent 
avec le saut dans la deuxième case et ceux qui commencent 
avec le saut dans la troisième case. Or, s'il est dans la 
deuxième case, le sauteur peut atteindre la (x + 2)-ième 
de Zh1+,1 façons, et de x, façons s’il est dans la troisième. 
Par conséquent, la suite numérique x, 22, . .., Zn - .. 
vérifie la relation de récurrence 


Tn T Tn+i — Tn+2 


et coïncide donc avec la suite de Fibonacci: x, = u,. 


7. Démontrons, par récurrence sur #», la formule importante 
suivante : 


Untm = Un-tüm + Unlmt. (1.8) 


Pour m — 1 la formule (1.8) prend la forme évidente: 
Un+s = Un + Une Pour m = 2 celle est également 


vraie, car 
Unt2 = Un-jüe À Unis = Unes + An = 

= Unes À Un + Un = Ungs + Un. 
Supposons que la formule (1.8) soit vraie pour »—»# = k et 
pour m — k + 1 et démontrons qu'elle l’est alors pour 


mm — k +- 2. 
Soit 
Untk = Unü + Unl4s OÙ Ungnts = Unis + Unlpyo 


» 


En additionnant membre à membre ces deux égalités, on 
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obtient 
Un+h+2 = Un-qüpto + Unis, 
ce qu'il fallait démontrer. 

La formule (1.8) peut être facilement interprétée (et 
même démontrée) en termes du problème du sauteur. 

En effet, le nombre total de façons dont le sauteur peut 
se déplacer de la première case à la (7 + m)-ième est égal 
à Unim. Ceci étant, le sauteur peut sauter la n-ième case 
ou bien passer par elle. 

Dans le premier cas il doit aller jusqu'à la (n — 1)-ième 
case (il peut le faire de u,_, façons), ensuite sauter dans la 
(x + 1)-ième, puis se déplacer de (x + m) — (n + 1) — 
= m — Î cases restantes (ce qu'on peut faire de u,, façons). 
Par conséquent, il y a u,_;u,, façons de sauter de ce type. 
Dans le second cas le sauteur doit atteindre d'abord la 
n-ième case (cela est possible de u, façons) et ensuite 
se déplacer jusqu’à la (x + m)-ième (par l’un des u,,4: 
moyens possibles). On voit que les moyens du second type 
sont UnUm+1 et la formule (1.8) est donc démontrée. 


8. En posant dans la formule (1.8) 2 = x, on obtient 


Uon = Un-jün + UnUn+ts 
ou 


Uon — Un (un: + Un+1). (1.9) 


Cette dernière égalité montre que u,, est divisible par u,. 


Dans le paragraphe suivant nous démontrerons une proposi- 
tion beaucoup plus générale. 
Comme 


Un = Ungs — Unis 
la formule (1.9) peut être récrite comme suit: 


Uon = (Unts — Un-s) (Unys + Un-1), 
ou 


2 2 
Un = Unti — Un-1; 
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ce qui veut dire que la différence des carrés de deux termes 
de la suite de Fibonacci, dont les numéros diffèrent de deux 
unités, est elle aussi un terme de la suite de Fibonacci. 

De façon analogue (en posant m = 2n), on peut montrer que 


3 3 3 
Ugn = Un+ti + Un —Un-1. 


9. La formule suivante nous sera utile dans la suite: 
UE = Un uns + (— 1)" (1.10) 
Démontrons-la par récurrence sur #7. Pour nr = 1 elle prend 
la forme évidente : 
US = Ujüs — 1. 


Supposons maintenant la formule (1.10) démontrée pour 
n quelconque. Ajoutons u,u,.,, à ses deux membres. Il vient : 
2 | 
Un Unln+i = Un-jUns + Unünss + (— 1, 
ou 
Un (Un ni Un+1) = Un+i (u, ET Un) À (—1)"#, 
ou encore 
Unünse = Uni +(—1)"4, 
ou finalement 
2 
Un+1 = Unün42 + (—1)"*, 


La formule (1.10) est donc démontrée pour tout n. 


10. Par des procédés analogues à ceux qu'on vient d'utiliser 
il est facile d'établir les propriétés suivantes de la suite 


de Fibonacci: 
Liu + Uous + Usa +. + Uan-ton = Un, 
Ua Ulis + Usa +... Uonlant = ont — 1, 
nu + (na — jus + (nm —2)us +... + uns + Un = 
= Ungs — (n + 3), 
U, + 2uo + Bus +... + nu = Nunyze — Unss + 2. 
La démonstration en est laissée au lecteur. 
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11. Les nombres que nous allons envisager sont aussi remar- 
quables que les termes de la suite de Fibonacci; il s’agit des 
coefficients binomiaux. 

On appelle coefficients binomiaux les coefficients des 
puissances de x dans le développement de (1 + x)": 


A+z)}"=Ci+Chr+Cint...+Che. (1.11) 


Il est évident que les nombres C2 sont définis de façon 
unique pour tous les entiers positifs #2 et tous les entiers 
non négatifs À inférieurs ou égaux à n. 

L'usage des coefficients binomiaux est fort commode dans 
de nombreux raisonnements mathématiques. Ainsi, ils nous 
seront utiles lors de l'étude des propriétés de la suite de Fibo- 
nacci. En outre, il y a une relation directe entre les coef- 
ficients binomiaux et les termes de cette suite, et nous allons 
mettre en évidence certaines lois communes à ces deux 
classes de nombres. 

Etablissons quelques propriétés des coefficients bino- 
miaux. 


En posant 7 = 1 dans (1.11), on voit immédiatement que 
Ci=Ci=1; 
d'autre part, on a le lemme suivant. 


+1 
© LEMME. Ch + Chti — Chi. 


© DÉMONSTRATION. On a 
H+a#=({+2" (+), 
ou, en vertu de la définition des coefficients binomiaux, 
Chi +Chuz+ Cha + + Cris = 
= (Cn+ Car + Ci + + Cnr") (1+ 2) = 
= Cn+(Cn+Cn)z+(Cn+Cn)at+ + 
LCA EC) 2 + Chant. 
7e 


Par suite, 
0 Û 
Cn+1 Fe Ca: 
| 0 | 
Cn+1 = Ca T Cu 


ce qu'il fallait démontrer. 

Du lemme démontré il résulte que les coefficients bino- 
miaux peuvent être calculés à l’aide d’un procédé de récur- 
rence analogue à celui qui nous a servi lors du calcul des 
termes de la suite de Fibonacci, mais d'une nature beaucoup 
plus compliquée. Cela nous permet de démontrer par récur- 
rence diverses propositions concernant les coefficients bino- 
miaux. 


12. Mettons les coefficients binomiaux sous la forme du 
tableau suivant, appelé triangle de Pascal: 
0 


c'est-à-dire 


On numérote les lignes du triangle de Pascal du haut 
en bas, en attribuant le rang 0 à la ligne supérieure qui 
contient un seul nombre f. 

Il découle de ce qui précède que les nombres extrêmes 
de chaque ligne du triangle de Pascal sont égaux à 1 et que 
tout autre nombre du triangle est la somme du nombre 
supérieur et du nombre supérieur gauche. 


13. La formule (1.11) permet d'obtenir immédiatement deux 
relations importantes entre les coefficients binomiaux d'une 
même rangée horizontale du triangle de Pascal. 

Si l'on pose z = 1 dans (1.11), on obtient 


2 = Cn+Cn+Cn+... + Cr 
Pour z = —1 on trouve 


O—Cn—Cn+Cnt...+(—1)" Cr. 


14. Appliquons l'induction complète par rapport à zx pour 
démontrer que 


ci = CRE, (1.12) 


Cette formule est souvent considérée comme la définition 
des coefficients binomiaux. Elle détermine le coefficient 
binomial C* comme le nombre des combinaisons avec 
répétition de x lettres À à k. Nous avons préféré ici une voie 
plus formelle. : 

Si l’on convient de considérer tout produit de zéro fac- 
teurs comme égal à {, en posant k — 0 dans (1.12), on 
obtient la relation déjà connue: Ch = 1. Compte tenu de 
ce fait, on peut se borner au cas k > 1. 

Pour #7 — 1 on a 


Supposons maintenant la formule (1.12) vraie pour une 
valeur quelconque de x et pour tout # = 0, 1, ...,n. 


Considérons le nombre Ch41. Comme k > 1, on peut 
écrire 


Cni=Cn  +Cn 
ou, en utilisant l'hypothèse de récurrence (1.12), 


h=—1 k__n(n—1)...{(n—#+2) 
Cn  +Cn= 1:2-....(k—1) + 


nn—1)...(n—k+2)(n—k41) | 
CORNE ED PHRETT EE | NS 


n(n—1)...(n—k+2) n—k+1 
7 12... (K—1) (+ k }= 


_n(n—1)...(n—k+2)k+n—k+1 
H 1:2...° (k— 1) k sd 


___(n+i)n(n—1)...(n—k+2) = Ç* 
ou 1.2..... (k—1)k D: 


Cette dernière égalité n’est autre que la formule (1.12) 
pour la rangée suivante, c'est-à-dire la (7 + 1)-ième, du 
triangle de Pascal. 


15. Menons par les nombres du triangle de Pascal des droites formant 
des angles de 45° avec ses lignes (telles sont, par exemple, les droites 
passant par les nombres 1, 4, 3 ou 1, 5, 6, 1). 

Montrons que la somme des nombres d'une ligne oblique quelcon- 
que est un terme de la suite de Fibonacci. 

En effet, la première ligne oblique est formée d'un seul nombre 1. 
11 en est de même pour la deuxième. Pour démontrer la proposition 
en question il suffit de montrer que la somme de tous les nombres de la 
n-ièmo et de la (n +- 1)-ième ligne oblique est égale à la somme des 
nombres de la (n + 2)-ième. 

Or, les nombres de la n-ième et do la (n + 1)-ièmo ligne oblique 
sont respectivement 


Ch=1 Ch-2: Ci-s se. 
et 
CS Cha, Ch 
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Leur somme s'écrit : 


Ch + (Cha + Ch) + (Che + Che) +... 
ou, compte tenu du lemme du no 11, 
Chr + Cn + Chu +... 


Mais cette dernière expression représente la somme des nombres de la 
(n + 2)-ièmo ligne oblique du trianglo de Pascal. 

La proposition démontrée donne immédiatement, à l’aido de la 
formule (1.1), lo résultat suivant : la somme de tous les coefficients 
binomiaux situés au-dessus do la n-ièmo ligno oblique du triangle de 
Pascal (y compris cette dernièro) est égale à u,32 — 1. 

En utilisant les formules (1.2), (1.3), (1.4), etc., le lecteur obticn- 
dra sans peine d’autres relations entre les termes do la suite de Fibonac- 
ci et les coefficients binomiaux. 


16. Jusqu'à présent on définissait les termes de la suite 
de Fibonacci par récurrence sur leurs numéros. Il se trouve 
pourtant que tout terme de la suite de Fibonacci peut être 
défini comme une fonction explicite de son numéro. 
Pour le démontrer étudions différentes suites w4, W, . .. 
…. Uny + «…, Vérifiant la relation 


Un = Un-2 + Uh_i, (1.13) 
et appelons-les solutions de l'équation (1.13). 
Les lettres V, V’ et V” désigneront les suites 
Us, Vo, Us, ... 
Ve VV 5 
LS DO 3 BRIE 
Démontrons d’abord deux lemmes simples. 
© LEMME 1. Si V est une solution de l'équation (1.13) et 


c un nombre quelconque, la suite cV (c'est-à-dire la suite 
CU, CUos CU, . . .) est elle aussi une solution de l'équation 


(1.13). 
@ DÉMONSTRATION. En multipliant tous les termes de 
l'égalité 

Un = Un-1 + Un-2 
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par c, on obtient 
Un = CUnez + CUn-1 
ce qu'il fallait démontrer. 


@ LEMME 2. Si les suites V’ et V" sont des solutions de l'équa- 
ue . 13), leur somme V' + V” (c'est-à-dire la suite v, +- v, 
ns + v;, ...) est elle aussi une solution de l'équa- 
on Das 13) 


@ DÉMONSTRATION. On a par hypothèse 
Un = Un-1 + VUn-2 

et 
Un = Un-1 + Un-2. 


En additionnant membre à membre, on obtient: 
Un + Un = (Uni + Un-1) + (Vn-2 + Un-2), 


ce qui démontre le lemme. 
Soient à présent V’ et V " deux solutions non proportion- 


nelles de l'équation (1.13) ( c'est-à-dire deux solutions telles 
que pour tout c constant on peut trouver un numéro x pour 
lequel 5 c). Montrons que toute suite VV, solution 
de l'équation (1.13), peut être mise sous la forme 

CV + oV”, (1.14) 
où c. et c, sont des constantes. On dit que (1.14) est la solu- 
tion générale de l'équation (1.13). 


Démontrons préalablement que si les solutions V” et V” 
de l'équation (1.13) ne sont pas proportionnelles, on a 


Lt (1.15) 


(1 
Vi Va 


(c'est-à-dire que cette non-proportionnalité a lieu dès les 
deux premiers termes des suites V' et V”). 
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On démontre (1.15) par l'absurde. Supposons que pour 
les solutions non proportionnelles V’ et V" de l'équation 
(1.13) on ait 


v' Vs 
rs (1.16) 


En écrivant la proportion dérivée, on obtient 
2e a PEL 
VIH Vs Vi 


ou bien, vu que V” et V” sont des solutions de l’équa- 
tion (1.13), 


Ainsi, il résulte de (1.16) que les suites V’ et V” sont 
proportionnelles, ce qui contredit l'hypothèse. Donc, la 
relation (1.15) est vraie. 

Considérons maintenant une suite quelconque V qui 
soit solution de l'équation (1.13). Comme cela a été montré 
au n° 2 de l’Introduction, une telle suite est bien déterminée 
si l'on se donne ses deux premiers termes v, et U:. 

Cherchons deux constantes c,; et c, telles qu'on ait 

CaUi + CoÙi = Vi, 
CVs + Col, = Vo. 

Alors, d'après les lemmes 1 et 2, la suite V ne sera autre 
que ciV” + cV”. 

En vertu de la condition (1.15), le système d'équations 
(1.17) est résoluble par rapport à c, et c, quels que soient 
les nombres vw, et vw: 

EUR int 
Vi VUS À vi vis 
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(1.17) 


C1 


(La condition (1.15) signifie que le dénominateur commun 
de ces deux fractions est différent de zéro.) En remplaçant 
dans (1.14) c, et c> par leurs valeurs ainsi trouvées, on 
obtient la représentation cherchée de la suite V. 

Ainsi, pour décrire l'ensemble de toutes les solutions 
de l'équation (1.13), il suffit de trouver ses deux solutions 
non proportionnelles quelconques. 

On va chercher ces solutions parmi les progressions 
géométriques. Conformément au lemme 1, on peut se borner 
aux progressions dont le premier terme est égal à 1. Soit 
donc une telle progression : 


10:09 32: 
Pour qu'elle soit une solution de l'équation (1.13), il faut 
que pour tout x on ait 


g+g =" 


ou, en simplifiant par g"“\,' 


À + q = 0. (1.18) 
Les racines de cette équation du second degré, c'est-à-dire 
les nombres AS et ee , Sont justement les raisons 


des progressions cherchées. Désignons-les respectivement 
par « et B. Il faut souligner que les nombres « et B, en tant 
que racines de l'équation (1.18), doivent vérifier les rela- 
tions 4 + « = «?, 1 + B = B* et af — —1. 

Ainsi, nous avons trouvé deux progressions géométriques 
qui sont des solutions de l'équation (1.13). Donc, toutes les 
suites de la forme 


C1 Gi C2s C1@ + C2B, C,a? + C2f?, CA (1.19) 
sont des solutions de l'équation (1.13). Les progressions 
trouvées étant de raisons différentes, donc non proportion- 


nelles, on obtient de la formule (1.19), pour des valeurs 
différentes de c, et c2, toutes les solutions de l'équation (1.13). 
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En particulier, pour certaines valeurs de c, et c> la for- 
mule (1.19) nous donne également la suite de Fibonacci. 
Pour cela, comme on l'a indiqué plus haut, il faut déterminer 
Ci et © des équations 


C1 + Co =U, 
et 
C@ + C2P = U; 
c'est-à-dire du système 
CO +2 — 
1 5 1—V5 


En résolvant ce système, on obtient 


_1+Y5 1—7V5 


OAV, CRE 
d'où 


Un = C4" "1 + cf" = 
IT LES (+ +V5 = E Es 
FHRUIME 2/5 2 


c'est-à-dire 


1 

V5 | 
La formule (1.20) s'appelle la formule de Binet. 
Evidemment, on peut obtenir des formules analogues 


pour d'autres solutions de (1.13). Le lecteur est invité de le 
faire pour les suites données au n° 2 de l'Introduction. 


1H V5i\n_f1—V5\n 
(45) -(2%) . 


Un —= 


17. Nous avons vu que «&? = & + 1. Il est donc clair que 
toute puissance entière positive du nombre & peut être mise 
sous la forme ac + b avec des coefficients entiers a et b. 
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Ainsi, 
as = aa = o (a + 1) — a? + a = à +- À + à — 2a + 1, 
at — aa — a (24 + 1) = 2a? + «a = 2a + 2+a—3at2, 
etc. 
Démontrons (par récurrence) que 
a" = u,a + Un. 

En effet, pour n = 2, 3 cette formule est vraie. Suppo- 
sons que 
a“ — Uya + Uy-1, 
a"+1 = Ut + Un. 


En additionnant ces deux égalités, on obtient 


a + ati = Qu, + unys) @ + (ux-s + ua), 


ou | 
"+3 = Un2Q + Us, 


ce qui achève le raisonnement. 


18. La formule de Binet facilite la sommation de nombreuses séries 
liées aux termes de la suite de Fibonacci. 
Cherchons, par exemple, la somme 


us + ua + ug+ . + un. 


On a 
Us+ Us... +usn + + 
= 7e (M Hatt. ain pp... pin), 


ou, en faisant la somme des progressions, 
{ (ES pin+s __ fs | 


sn ET Tai rt pi 
Mais 
as — 1 = a + a — 1 = &œ + œ + 1 — 1 — 24 
et, de même, f5 — 1 — 2f. Donc, 
3n+3 — 43 3n+3 —_ f3 
Ug+ug+...<+uüsn REZ (= EE). 
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ou, après simplifications, 
{ ant? —x2—B3n+2 + f2 
U3+us+... +ugn NZ (SEE) = 
ie pinr2 -# CE) sb ne RE | 
T9 V5 NE 2 n+27 *2 Te D 


19. Un autre exemple d' AppsoUon de la formule de Binet est donné 
par le calcul de la somme des cubes de n premiers termes de la suite de 
Fibonacci. 

pes d'abord que 


RÉ. Hi 
NEC LCL 
== | ap 7 PL )= 


=+ (usa —(—1)À du) = + (usn +(—1)h+1 Bug). 


On a donc 
u+ui+ ui = + (us ue+ + usn)+ 


+3 (u;—u2+us—...+(—1)ntlun)], 
d'où, à l'aide de la formule (1.6) et des résultats du numéro précédent, 
on obtient 


uÿ+tui+...+ui =+ (nt, (— 1)pnt1 3un-1) = 
__ Uan+z+(—1)tt Guns 1 
10 


20. Il est naturel de s'intéresser à la rapidité de crois- 
sance des termes de la suite de Fibonacci avec leurs numé- 
ros. La formule de Binet nous fournit une fois de plus une 
réponse exhaustive. 

Il est facile de démontrer le théorème suivant: 


@ THÉORÈME. Le terme u, de la suite de Fibonacci est 


n 
l'entier le plus proche du nombre DA c'est-à-dire du terme 
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Ie a, de la progression géométrique dont le premier terme 


est V5 et la raison est égale à «. 


@ DÉMONSTRATION. Il suffit évidemment de démontrer 
que la différence u, — a, est toujours inférieure à _ en 
valeur absolue. Mais 
an—fpn an an—an—fn|_ |plin 

VW V5 | 5 | 
Comme $f——0,68...,0ona er donc |B|" << 1, 
<+ (car V5 > 2). 


[Un — An | = 


quel que soit x; à plus forte raison, —= TA 


Le théorème est démontré. 


En modifiant convenablement la démonstration de ce 
théorème, le lecteur qui connaît la théorie des limites peut 
montrer sans difficulté que 


lim [un —an|= 0. 
n—>00 
En utilisant le théorème démontré, on peut calculer les 
termes de la suite de Fibonacci à l'aide des tables de loga- 
rithmes. 


Calculons, par exemple, u,, (il est clair que u,, doit 
être la réponse au problème de Fibonacci sur les lapins): 


V5 = 2,2361, 1g V5 — 0,34949 ; 
ME nu 6180, 1g a — 0,20898 : 


Ps da — 14.0,20898 — 0,34949 = 2,5762, 
a — 376.9. 
V5 


L'entier le plus proche de 376,9 est 377; c'est bien us. 
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Si les termes de la suite de Fibonacci que l’on veut cal- 
culer possèdent de grands numéros, nous ne pouvons trouver 
à l'aide des tables de logarithmes que quelques premiers 
chiffres du nombre; dans ce cas, le calcul est donc approché. 

A titre d'exercice le lecteur pourra démontrer que dans 
le système de numération décimale le nombre des chiffres 


de u, pour n > 17 est compris entre _ et _ En parti- 
culier, quel est le nombre de chiffres de u,500? 


21. Lo résultat du numéro précédent peut être rendu plus précis. Lo 
théorèmo suivant nous sera utile dans la suite. 


= n L 
Lay” 


@ THÉORÈME. a " Se | 


@ DEMONSTRATION. Nous neo démontrerons que la première inéga- 
lité: la deuxième se démontre de façon analogue. 


D'après la formule de Binet on a 
1 
Un =775 ("81 , 
d'autre part, «ff — —1. Donc, il nous suffit de démontrer quo 


ni { 
œ LA: 


ou 


ou encore, en élevant les deux membres à la puissance n, 


ani (a2n— 4}n, (1.21) 


Nous allons démontrer cette inégalité par récurrence. Pour n = 1 
elle prend la forme 
a <ai— 1, 
qui est évidemment vraie (notamment pour le signe d'égalité). Pour 
n = 2 (1.21) devient 

at & (ai — 1). (1.22) 


111 


Cette inégalité peut être vérifiée par le calcul direct. Mais on peut 
également recourir à la relation établie au no 17. Dans notre cas on «u 


at = 3a + 2, 
(at — 1)2 = (3a + 1)? = Ja? + Ga + 1 — 15% + 10 
et l'inégalité (1.22) se récrit : 
a? = 13a + 8 < 15« + 10, 
ce qui est évident. Enfin, pour n — 3 l'inégalité (1.21) prend la forme 
a}? < (as — 1}5, 
qui peut être vérifiée comme ci-dessus. 
Supposons maintenant que n => 2 et que l'inégalité (1.21) soit 
remplie; montrons que 
a HI) T C'(a2nt2— fynti, 


Pour cela il suffit de montrer que lorsque x augmente d'une unité, 
le premier membre de (1.21) croît moins vite que le second. Or, il 
+ 


est évident que le premier membre augmente atn+i fois. Evaluons l’aug- 
mentation du second. 
On a 


2 1 2 1 
(œ (n+ )_fjn+1 = (a2tn+1)_ 4) je ga 
(a?n — 1) | a?2n — { 
La dernière fraction est supérieure à «? de 
atn+1) _1 + a2n+è__1 1. a2n+24 2 : 
am ain— 1 = 
ii 1 1 
— a2n— 1 7 aîn-2La2n-i EL ee +a?+1 > aèn-1 ; 
Par conséquent, 
aitntl{\n | n a2n-2 
Cr) > (tuer) = enr+. 


où les points de suspension remplacent des termes positifs. 


Etant donné que n >> 2, l'expression ci-dessus est plus grande 
que a?n+1, Donc, 


res D — D (a?mth—1) (an +1) = 


—= qint2 L'o2nt2 q2n — 1— aint2 + a?2n (a? —_ 1) — 1 — 


—_ atn+2 + ant — { > aint2, 
Le théorème est démontré. 
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22. Considérons encore une classe de suites fondées sur les 
propriétés des termes de la suite de Fibonacci. Soit x un 
nombre quelconque. Calculons la somme 
Sn (D) = UT + ur +... + ur. 
Pour cela utilisons tout d' abord la formüle de Binet : 
p x < a p° an— fn 


Sn (2)== 75 A FE 2 


= (az + a?x?+...—+a"x") — 


7 "(Br + Pîr +... +P'zr"). (1.23) 


Les expressions entre parenthèses sont les sommes de 
deux progressions géométriques de raisons respectives ax 
et Pr. La formule connue pour le calcul de la somme d'une 
progression géométrique n'est valable que si la raison est 
différente de 1. Dans le cas contraire, tous les termes de la 
progression sont égaux entre eux et le calcul de leur somme 
ne présente aucune difficulté. 


Conformément à ce qu'on vient de dire, considérons 
« + Q | 
d'abord le cas où ar # 1 et fx 1, c'est-à-dire x = = 


= —$ et x #5 — —a. En calculant dans (1.23) les som- 
mes des progressions géométriques, on obtient 
{ antlgnrl__cr Î Bntlirntl_ fr 


Sn G&)=7% az— 1 V5 Br! 
ou, en réduisant les fractions au même dénominateur, 
Le (antipnti — ax) (Br — 1) — (Brtizn+i — Br) (ax — 1) _ 
Sn (@)=77 (az—1)(Br—1) ee 
{ antifirnt2_ qntipnti + UT 
V5 afir?—(a+B)r+1 
| afntigntr2tfntipntli fr 


VS  Br—-(a+B)rt+i 
8—0980 113 


Si l'on se souvient que af = —1, & + B = 1 et &« — f = 
= V5, on peut écrire 
{ z V5—(aœ1—pn) xnt2— (anti — Bn+t) rnti 
fn G)=:7z EE 
d'où 
= n+2 — n+l 
Sn (ET) 22 (1.24) 
En particulier, pour x = 1 cette formule donne 
Î—un—unt+s 


Sn (1) = &3 + uo + …. une 2 Unie — À, 


ce qui confirme le résultat du n° 1. 

Pour x = —1 on a 
Sn(—1)=u;—-u2+... +(—1)" Lun = 
= CD a DRE ee jun À 


(cf. (1.6)). 

Examinons maintenant les cas « particuliers ». 

Soit x — _ — —$. Dans ce cas tous les termes de la 
première progression de (1.23) sont égaux à 1; donc, leur 
somme est égale à x. Quant à la deuxième progression, elle 
est de raison — f?. 

Ainsi, 
on (2) = 84 + (ip pe) = 

(a à V5 
He DATE 

D 


p n gen _B° 
= (ere +): 


Si l'on remarque que 


148-248-2415 5 VS 


114 


HF 28 5— 1/5 = VI G VS - 20 
on obtient 
Ù nn _57/5—5 he ol Dee re 
sa(e)= ÈS pp ÈS, (125) 


Enfin, soit x = Dans ce cas, c'est la deuxième 


progression de (1.23) qui est de raison 1, tandis que la 
première a de raison —@. On a donc 


Sn (+)= 7 ((—at+...+(— 1)" a") — n). 


En procédant comme ci-dessus, on obtient 
. (= ACTE _ 
à ) V5 {+ a? | _ 
2 2 
DE PC CE } 
VE 73 | 1) Ta fpa2 “]? 
d'où, en définitive, L 


75 n de 
sa (+) = (1e LS orr  NÉ —:7z (126) 


23. Etudions maintenant le comportement de la somme 
Sn(x) pour zx fixe et n indéfiniment croissant. | 

En passant dans l'égalité (1.23) à la limite par rapport 
à x, on obtient 


lim 54 (x)-= lim 7 ((ar+ar +... +a"z") — 
Ru . + P"zx")) = 


—= lim (ax +ar+...+a"x") — 


=} =» 00 
li lim (Br + Br +... + x"). 
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On a sous les deux derniers signes de limites des sommes de 
progressions géométriques. Aussi les limites elles-mêmes sont 
égales aux sommes des progressions géométriques infinies 
correspondantes. Or, comme on le sait, pour pouvoir parler 
de la somme d'une progression géométrique infinie, il faut 
et il suffit que sa raison soit inférieure à { en valeur absolue. 
Les progressions considérées ont pour ee ax et fx. 
Comme |a|=>]B|, |axr| <1 entraîne |Br| <1. Ainsi, 
si l'inégalité |ax| < 1 est satisfaite, toutes les limites qui 
nous intéressent à l'instant donné existent. 


Ainsi, la limite 
lim sh (x) (1.27) 


Po 
existe si |x] <—. Désignons cette limite par s (x). Pour 
son calcul on peut se servir de la formule (1.24). 
Remarquons à cette fin que conformément au théorème 
du n° 20 on a 


Un ati 
C'est pourquoi 
lim u,z"*?<li =+ 1 
1 17 dub D 


2 Jim (ax)" + lim x"*?, 
— n—% n— 00 
Comme |az|<1, on a |x| << { de sorte que les deux limites 
ci-dessus sont nulles. Pour la même raison 
limun,z"t — 0. 


n—>0 


L 


Donc, en passant à la limite dans la formule (1.24) 
pour x tendant vers l'infini, on obtient 


‘ . Z—Unztt2—u n+1 
s(x)=lim s, (x) = lim = nt 


n—+00 no 1—r—7x° 
| : Î 
= ———;(2x—limu,xz"t$—limuns,e tt == —, 
1—2z—1? ( us Lo ) 1—z— 7? 
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Le résultat trouvé peut s'écrire sous forme développée 
4 


UyT + U2r +... Hunt + =: (1.28) 


En attribuant à la variable x telle ou telle valeur, on 
obtiendra chaque fois une formule concrète. Par exemple, 
pour æz — - on aura 


Un 


ts +sr +... =2 


24. La formule (1.28) peut être obtenue par d'autres raison- 


nements. 
Ecrivons 


ur + ut... +u,z" +... —5s(x) (1.29) 
sans oublier que l'expression de s (x) n'a un sens que si 
x | << +) et multiplions les deux membres de cette égalité 
par æ et x?: 

Ut +uos +... + ur" +... = xs (x), (1.30) 
Ur +ut +... +u,z"t? +... = xs (x). (1.31) 


En retranchant les égalités (1.30) et (1.31) de (1.29) et en 
réduisant les termes semblables, on obtient 


UT + (ue — us) 2? + (us — us — us) 2° + 
+ (ui—us— ur) at + Hu un Un) 2 +... = 
= (1 — x — 71)s (x). 


Toutes les expressions entre parenthèses du premier membre 
sont évidemment nulles, et l'égalité devient 


z=(1—x—1)s(x), 
d'où (1.28). 
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25. Jusqu'à présent chaque fois qu'on parlait du terme u, 
de la suite de Fibonacci, son numéro n» était supposé entier 
positif. Pourtant, la formule de récurrence fondamentale 
qui définit les termes de la suite peut prendre une autre 
forme : 


Uno = Un — Un (1.32) 


Elle sert alors à exprimer les termes aux numéros plus 
petits par des termes aux numéros plus grands. 


En posant successivement #7 — 2, 1, O0, —1, ... dans 
(1.32), on peut calculer 
=D ui = lus = Lu; =2;,.:..; 


d'une manière générale, on vérifie facilement (le lecteur est 
prié de s’en convaincre lui-même) que 


Un = (—1)''lu,. (1.33) 
Cette expression simple d'un terme de la suite de Fibo- 
nacci dont le numéro est un entier quelconque permet de 
réduire tous les problèmes sur de tels termes à des pro- 
blèmes sur les termes ordinaires aux numéros naturels. 
Par exemple, pour calculer la somme de x premiers 
termes « à l'envers» de la suite de Fibonacci 
Us to +... +U.n, 
il suffit de la récrire en conformité avec (1.33): 
Uj—üUo +... +(—1)ÿ" lu, 
et de se rappeler la formule (1.6): 
Usy+tuo+...+u_, = (—1ÿtlu, + 1 = 
= —Uints + 1. 


Lorsqu'il s'applique aux termes de la suite de Fibonacci 
et est fondé sur la relation de récurrence fondamentale, le 
raisonnement par récurrence suivant le schéma «€ de nr et 
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n + 1 à n + 25» peut se faire, grâce à la relation (1.32), 
suivant le schéma « de r et nr — 1 à x — 2». En particulier, 
on démontre sans difficulté la formule importante (1.8) 


Untm = Un-iüm + Unüm+i 
pour x et m entiers quelconques. 


26. Les relations fondamentales pour «& et f: 
a+? __ a" + a"tl, 
p'* — p" Le DO 


sont valables non seulement pour des valeurs positives de 7 
mais aussi pour z entier quelconque (ces égalités subsistent 
pour x fractionnaire, mais cette question n'est pas envisagée 
ici). On en déduit facilement que la formule de Binet 


an—fn 

V5 
est vraie pour tout x entier. 

Pour terminer, notons que le résultat du n° 17 peut 
être étendu (par récurrence & à l'envers») aux valeurs 
négatives de 7: 


Un = 


at =u nt + Un. (1.34) 


Cette égalité peut être récrite de la façon suivante: 


(— 1)" p" 2 (— 1)" un g+(— 1)" Uni: 
ou 
B"*! = un, 18 + un. 


De plus, l'égalité (1.34) peut être mise sous la forme 


Qt = (—1) ua + (—1)" uns, 
c'est-à-dire 
(—1)' a" = us — u,u 
ou encore 


SUE —aœ—(—1)" a", (1.35) 


Un Un 
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$ PROPRIÉTÉS DE DIVISIBILITÉ 
DES NOMBRES DE FIBONACCI 


1. Etudions maintenant quelques propriétés de divisibilité 
des termes de la suite de Fibonacci. 


© THÉORÊME. Si n est divisible par m, alors u, est divisible 
PAr Um. 

@ DEÉMONSTRATION. Soit #7 un nombre divisible par mm, 
c.-à-d. n — mk. Démontrons le théorème par récurrence 


sur À. 

Pour À — 1 on a x — m, de sorte que dans ce cas la 
divisibilité de #, par #, est évidente. Supposons que uhx 
soit divisible par uw, et considérons le nombre u,,(4+9)- 
Comme umçu+1) = Umhtms en vertu de (1.8) on a 


Unith+1) = Umnk-tUm + Unknz 1° 


Le premier terme du second membre de cette égalité est mani- 
festement divisible par w,. En ce qui concerne le deuxième, 
il est divisible par #,, et donc par w,, selon l'hypothèse de 
récurrence. Par conséquent, la somme de ces deux termes, 
c.-à-d. Umçnyu, est aussi divisible par u,,. Le théorème est 
démontré. 


2. Soit un nombre quelconque m. S'il existe au moins un 
terme uw, divisible par m, le nombre de tels termes est aussi 
grand que l'on veut. À part u,, ce sont, par exemple, u,, 
Uans Usns + + : 

Il serait donc intéressant de savoir si pour tout nombre 
donné m on peut trouver au moins un terme de la suite de 
Fibonacci qui soit divisible par m». Il se trouve que cela 
est possible. 

Soit À le reste de la division du nombre À par m. Con- 
sidérons la suite des couples de tels restes obtenus en divisant 
les termes de la suite de Fibonacci par m: 


(us, U ), (Uo, Us ) (Us, u, h + 4 (Un Un+1} .#- * (2.1) 
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Si l’on convient de considérer deux couples (a;, b;) 
et (@», bo) comme égaux pour a; = a: et b, = b:, le nombre 
de tous les couples distincts de restes de la division par m 
est égal à m°. Donc si l'on considère les (m° + 1) premiers 
termes de la suite (2.1), parmi eux il y aura forcément dcs 
couples égaux. 

Soit (uy, Uy41) le premier couple de la suite (2.1) qui 
se répète. Montrons que c'est le couple (1, 1). En effet, 
supposons le contraire, c.-à-d. que le premier couple qui se 
répète est (uw, ur,,) avec À => 1. Cherchons dans (2.1) un 
couple {uy, Us) (>> À) égal à (uy, u,4,1). Puisque u;_1 = 
= Us — Un Un = Upgs — Un EÙ Us = Urgys Ur = Ux, 
les restes de la division de u, ms et uy_; par m doivent être 
aussi égaux, -à-d. üUi = up I s'ensuit donc que 
(Up y Up} . “he ur), et comme le couple ({u,_1, Up) 
précède le couple (uy, Uhgs ), ce dernier n'est pas le premier 
couple qui se répète, ce qui contredit l'hypothèse. Par con- 
séquent, la supposition # >> 1 est fausse, d’où l'on déduit 
que k = 1 

Ainsi, (1,1) est le premier couple de la suite (2.1) 
qui se répète. Supposons qu'il se répète à la t-ième place 
(d'après ce qui a été établi plus haut, on peut considérer 
t comme vérifiant la relation 1 < 1 << m°+ 1), c.-à-d. 


QU, rss) = (4,1). 


Cela signifie que les restes de la division de u,et u,,: 
par nr sont égaux à 1: Par suite, leur différence est divisible 
par m. Mais 


Uiti — Ur = Us, 
de sorte que c'est le (4 — Î)-ième terme de la suite de Fibo- 


nacci qui est divisible par mm. 
Ainsi, on vient de démontrer Je théorème suivant. 
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@ THÉORÈME. Quel que soit le nombre entier m, parmi les 
(m°? — 1) premiers termes de la suite de Fibonacci il existe 
au moins un qui soit divisible par m. 

Notons que le théorème démontré n'indique pas quel est 
précisément le terme divisible par #2. Il affirme seulement 
que le premier terme divisible par m n'est pas très grand. 
Nous reviendrons sur cette question un peu plus loin. 

Du fait que (1, { } est le premier couple de la suite (2.1) 
qui se répète il résulte qu'à partir de «, la suite des restes 
se répète. Cela signifie qu'elle est périodique. Par exemple, 
pour m = 4 sa période est: 


1, 1, 2, 3, 1, 0. (2.2) 


Dans ce cas la longucur de la période est égale à 6. Ainsi, si 
le nombre x est de la forme 6% + 1, Gk + 2 ou 6k +5, 
le reste de la division de uw, par 4 est égal à 1, si » est de 
la forme 6k -+ 3, ce reste est égal à 2 et si x = 6k + 4, 
il est 3. 


3. La nature arithmétique des termes de la suite de Fibo- 
nacci, leurs diviseurs sont des questions d'un grand intérêt. 
Démontrons que, pour # composé et différent de 4, uw, est 
un nombre composé. 

- En effet, pour un tel x on peut écrire n = nin, avec 
{<n <n,i<n,  <net n, > 2 ou bien #, > 2. Pour 
fixer les idées supposons %, > 2. Alors, d'après le théorème 
que l'on vient de démontrer, uw, est divisible par w,, et 
À L'un, L'un, ce qui signifie que w, est un nombre com- 
posé. 


4. Avant de continuer l'étude de la suite de Fibonacci rappe- 
lons au lecteur quelques premières notions de la théorie 
des nombres. 

Décrivons d’abord le procédé de calcul du plus grand com- 
mun diviseur des nombres a et b. 

Effectuons la division euclidienne de a par b. Soient q 
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le quotient et r, le reste de cette division. Il est évident que 
= do + ri et 0<r, << b. 


Remarquons que si a <b, on a qo = (. 

Divisons ensuite b par r, et désignons le quotient par 
q, et le reste par r+. Il est clair que b = r;q + r et 0 < 
< ro Lr,. Comme r, << b, on doit avoir q, Æ 0. En divi- 
sant 7, par r,, nous trouvons q %# 0 et r; tels que r; — 
= Qor2 + rat 0 Lr3 << r2. Continuons le procédé tant que 
c'est possible. 

Tôt ou tard notre procédé s'interrompt, car les entiers 
positifs ri, ro, Frs, ... sont tous distincts et chacun est 
inférieur à b. Donc, leur nombre ne dépasse pas b, et le 
procédé doit s'arrêter au b-ième pas au plus et il ne peut 
se terminer que si l’une des divisions successives est exacte, 
c.-à-d. si l'on obtient un reste nul par lequel on ne peut plus 
diviser. 

Le procédé décrit ci-dessus porte le nom d'algorithme 
d'Euclide. Etant appliqué aux nombres a et b, il conduit 
à la suite d’égalités : 


a — bo + li 
b — UE AE Vos 
Fi = lof + ra (2.3) 


Vn-2 —= Vn-14n-1 + Tns 
Vn-1 — nn: 


Considérons le dernier terme non nul de la suite a, b, 
lis los ee) ln. En général, c'est r,, mais, en particulier, 
il est possible que ce soit b (pour uniformiser l'écriture on 
peut poser b —r;,). Il est évident que r,_, est divisible 
par r,. Considérons l'avant-dernière égalité de (2.3). Les deux 
termes de son deuxième membre étant divisibles par r,, 
il en est de même de r,_. De la même manière on peut 
successivement établir (le raisonnement par récurrence!) 
que rh divise rn-3r ln-4r + « - et, enfin, b et a. Ainsi, r, est 
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un diviseur commun à a et b. Montrons que r, est le plus 
grand commun diviseur de a et b. Pour cela il suffit de 

PRES que tout diviseur commun à a et b est un diviseur 
e Th. 

Soit d'un diviseur commun quelconque de a et b. De la 
première égalité (2.3) on voit que d doit diviser r;. Mais 
alors, en vertu de la deuxième égalité (2.3), d divise r>. 
De la même façon (toujours le raisonnement par récurrence !) 
on démontre que d divise r3, ..., rn-1 et, enfin, rh. 

Ainsi, nous avons démontré qu'appliqué à deux nombres 
naturels a et b, l'algorithme d'Euclide conduit effective- 
ment à leur plus grand commun diviseur. Par la suite nous 
allons désigner le plus grand commun diviseur de a et b 
par PGOD (a, b). 

Il est évident que a est divisible par b si, et seulement 
si, le PGCD (a, b) = b. 

En qualité d'exemple calculons PGCD (uso, Uy5) = 
—= PGCD (6765, 610) : 


6765 — 610.11 + 55, 
610 = 55-11 + 5, 
55 — 5-{1. 
Donc, 
PGCD (u0, Us) = 5 = Us. 


Le fait que le plus grand commun diviseur de deux 
termes de la suite de Fibonacci est de nouveau un terme de 
cette suite n'est pas un effet du hasard. Nous démontrerons 
plus bas qu'il en est toujours ainsi. 


5. Un procédé analogue à l'algorithme d'Euclide est utilisé en géo- 
métrie pour trouver la commune mesure de deux segments commensu- 
rables. En effet, considérons deux segments: l'un de longueur a et 
l’autre de longueur b. Retranchons du premier segment le second autant 
de fois que la eat possible (il est clair que si b = a, cela n'est en géné- 
ral pas possible) et désignons la longueur du reste par r,. Evidemment, 
r, << b. Retranchons maintenant du segment de longueur b le segment 
de longueur r, autant de fois que cela est possible et désignons le nou- 
veau reste par r.. En procédant de la même façon, nous obtiendrons 
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une suite de segments dont les longueurs décroissent. J usqu'ici, comme 
on le voit, la ressemblance avec l'algorithme d'Euclide est complète. 

Mais ensuite on constate une différence essentielle entre le procédé 
géométrique décrit et l'algorithme d'Euclide appliqué aux entiers 
naturels: la suite de segments restes de la soustraction peut ne pas 
s'arrêter, car il est possible que ce pisse de soustraction de segments 
puisse être continué indéfiniment. C'est évidemment le cas de l’incom- 
mensurabilité des segments initiaux. 


Démontrons maintenant quelques propriétés simples du 
plus grand commun diviseur de deux nombres. 


6. Le PGCD (a, bc) est divisible par le PGCD (a, b). En 
effet, b étant divisible par le PGCD (a, b), bc l'est aussi; 
a est divisible par le PGCD (a, b) de façon évidente. Donc, 
d'après ce qu'on a démontré au n° 4, le PGCD (a, bc) est 
lui aussi divisible par le PGCD (a, b). 


7. PGCD (ac, bc) = PGCD (a, b):c. 


@ DÉMONSTRATION. Supposons que les égalités (2.3) décri- 
vent le procédé de calcul du PGOD (a, b). Il est facile de 
vérifier qu’en multipliant les deux membres de chacune 
de ces égalités par c, on obtient une suite d'égalités cor- 
respondant à l'algorithme d'Euclide appliqué aux nombres 
ac et bc. Le dernier reste non nul est alors égal à r,c, c.-à-d. 
au PGCD (a, b):c. 


8. Si PGOD (a, c) = 1, alors PGCD (a, bc) — PGCD (a, b). 
En effet, d'après le n° 6, le PGCD (a, bc) est un diviseur 
du PGCD (ab, bc). Mais, d'après le n° 7, 


PGCD (ab, bc) = PGCD (a, c)-b = 1:b = b. 
Donc, b est divisible par le PGCD (a, bc). D'autre part, le 
PGCD (a, bc) est un diviseur de a. Cela implique, en vertu 
du n° 4, que le PGCD (a, bc) divise aussi le PGCD (a, b). 


Et comme, d'après le n° 6, celui-ci divise à son tour le 
PGCD (a, bc), on obtient PGCD (a, b) = PGCD (a, bc). 
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Supposons que bc soit divisible par a. Cela signifie que 
PGCD (a, bc) = a. Si en outre PGCD (a, c) = 1, d'après 
ce qui précède, PGCD (a, b) = a, c.-à-d. que b est divisible 
par a. 

Si p est un nombre premier, alors, quel que soit a, ou 
bien a est divisible par p, ou bien a et p sont premiers entre 
eux. Il en résulte d'après ce qui précède que si le produit 
de deux nombres est divisible par un nombre premier p, 
au moins l’un des facteurs est divisible par p. Cette propo- 
sition s'étend de façon évidente par récurrence au cas du 
produit d’un nombre quelconque de facteurs. 


9. En qualité d'exemple, qui sera utile dans la suite, étudions quel- 
ques questions concernant la divisibilité des cocfficients binomiaux. 


@ THÉORÈME. Si p est un nombre premier, k 0 et k = p, alors 


Cy est divisible par p. 


@ LÉMONSTRATION. Conformément au n° 14, & 1, 


__P(p—1)...(p—k+1) 
E 1.2 ...k : 


Comme en réalité cette fraction est égale à un nombre entier, son numé- 
rateur doit êtro divisible par le dénominateur. Or, chaque facteur 
du dénominateur est inférieur à p et donc non divisible par p. Par 
conséquent, comme p est premier, d’après ce qui précède, le produit 
de ces facteurs, c.-à-d. le dénominateur tout entier, n'est pas divisible 
par p. Cela signifie que le dénominateur de la fraction ci-dessus est 
premier avec p. 

Considérons le numérateur de cette fraction comme le produit de 
deux nombres p et (p — 1) ... (p — k + 1). Ce produit est divisiblo 
par le dénominateur. Comme ce dernier est premier avec p, c'est lo 
deuxième facteur,-c.-à-d. (p — 1) ... (p — k + 1), qui est divisiblo 
par le dénominateur. Posons (p— 1)... (p—k+1)=1t1:2... 
... k. Alors Ch= tp ce qu'il fallait démontrer. 


10. Sic est divisible par b, alors PGCD (a, b) = PGCD (a+ 
+ c, b). 

© DÉMONSTRATION. Supposons que l'application de l'algo- 
rithme d'Euclide aux nombres a et b conduise au système 
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d'égalités (2.3). Appliquons cet algorithme aux nombres 
a + c et b. Comme par hypothèse c est divisible par b, on 
peut poser c = cb; le premier pas de l'algorithme nous 
donne l'égalité 
a + c— (go + ci) b + ri. 

Les pas suivants donnent successivement la deuxième, la 
troisième égalité du système (2.3), etc. Le dernier reste non 
nul est toujours r,, ce qui signifie que PGCD (a, b) — 
= PGCD (a + c, b). 

Le lecteur aura intérêt à démontrer ce théorème à l'aide 
ce seuls résultats des n% 6-8, c.-à-d. sans recourir une 
deuxième fois à l'algorithme d'Euclide et au système (2.3). 


11. THÉORBME. Tout terme de la suite de Fibonacci est pre- 
mier avec son voisin. 


@ DÉMONSTRATION. Supposons que contrairement à l'hypo- 
thèse u, et u,+, aient un diviseur commun d > 1. Alors 
leur différence u,+1 — &, est divisible par d. Mais comme 
Un+t — Un = Unis Un-1 doit être lui aussi divisible par d. 
De manière analogue. (raisonnement par récurrencel) on 
peut montrer que d est un diviseur de u,_,, de u,_3, etc., 
et, enfin, de w,. Mais comme «, = 1, il ne peut pas être 
divisible par d >> 1. La contradiction obtenue démontre le 


théorème. 


12. THÉORBMNE. PGCD (u,,, un) = u (m, n)- 
@. DÉMONSTRATION. Pour fixer les idées supposons que 
m > n. En appliquant l'algorithme d'Euclide aux nombres 
m et », on obtient: 
m = No + li Or, <a, 
N = Fig + los 0<Lr:<r, 
Fi = For 7 l'a 0<Lr3< ro, 
= lines + lo Kris 
ei — lite 
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Comme on le sait, r, est le plus grand commun diviseur 
de m et n. 


Ainsi, m = nqo + r1; Cela signifie que 
PGCD (um; Un) = PGCD (Ung,+r,s Un), 
ou 
PGCD (um, Un) = PGCD (Ung,-iur, + Unq,Ur,+1, Un), 
d'où, en vertu des n° { et 9, 
PGCD (um, un) = PGCD (Ung,-iur,, Un), 
ou, compte tenu des n% {1 et 8, 
PGCD (um, Un) = PGCD (ur, Un}e 
De manière analogue on peut démontrer que 
. PGCD (ur, Un) = PGCD (ur, Ur )s 
PGCD (ur, ur) = PGCD (ur, ur,), 
PGCD (ur, Ur,_,) = PGCD (ur, Ur,_,). 
En comparant ces égalités, on voit que 
PGCD (um, Un) = PGOD (ur, Ur,_,)» 
et comme r;_, est divisible par r,;, de sorte que Ur,_, est 


divisible par u,, on doit avoir (u,,u,_,) —u,. Enfin, 
si l'on remarque que r; = PGCD(m, n), on obtient Île 
résultat cherché. 

En particulier, il résulte du théorème que l'on vient 
de démontrer la réciproque de celui du n° 1: si w, est divi- 
sible par w,,, alors x est divisible par m. En effet, si u, est 
divisible par u,, alors, comme on l'a vu au n° 4, 


PGCD (u,, Um) = Um. (2.4) 
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Or, d'après le théorème précédent 
PGCD (uy, Um) = U (n. my): (2.5) 
En comparant les formules (2.4) et (2.5), on obtient 


Um —= Un, mr 


c.-à-d. m — PGCD (n, m), ce qui signifie que x est divisible 
par m. 


13. En réunissant le théorème du n° 1 et la conséquence du 
théorème du n° 12, on obtient le résultat suivant: u, est 
divisible par u, si, et seulement si, n est divisible par m. 

On en conclut qu'il est possible de juger de la divisibilité 
des termes de la suite de Fibonacci d'après la divisibilité 
de leurs numéros. 

Etablissons quelques caractères de divisibilité des termes 
de la suite de Fibonacci en sous-entendant par le caractère 
un critère qui permet de trouver si tel ou tel terme est 
divisible par un nombre donné quelconque. 

Un terme de la suite de Fibonacci est pair si, et seule- 
ment si, son numéro est divisible par 3. 

Un terme de la suite de Fibonacci est divisible par 3 si, 
et seulement si, son numéro est divisible par 4. 

Un terme de la suite de Fibonacci est divisible par 4 si, 
et seulement si, son numéro est divisible par 6. 

Un terme de la suite de Fibonacci est divisible par 5 si, 
et. seulement si, son numéro est divisible par 5. 

Un terme de la suite de Fibonacci est divisible par 7 si, 
et seulement si, son numéro est divisible par 8. 

La démonstration de ces caractères de divisibilité et 
de tous les autres du même genre peut être effectuée sans dif- 
ficulté par le lecteur à l'aide de la proposition donnée au 
début de ce numéro et en considérant respectivement le troi- 
sième, le quatrième, le cinquième, le sixième, le huitième, 
etc., terme de la suite de Fibonacci. 
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On propose au lecteur de démontrer par la même occasion 
qu'il n'existe pas de termes de la suite de Fibonacci qui 
étant divisés par 8 donnent 4 pour reste, ni de termes 
impairs divisibles par 17. 

14. Au cours de ce paragraphe nous aurons souvent à énoncer des pro- 
positions du type: « a et b divisés par m donnent le même reste », ou, 
ce qui revient au même, « la différence a — b est divisible par ms. 

Il faut que nous manipulions aisément ces propositions et passions 
sans difficulté aucune de telles propositions à telles autres. Nous em- 
PRE donc, comme il est d'usage dans la théorie des nombres, 

‘écriture formelle, de sorte que les propositions deviennent l'objet 
d'un « calcul ». 


@  LÉFINITION. Les nombres a et b sont dits congrus modulo m 
si, en les divisant par m, on obtient le même reste ou si a — best divi- 
sible par m. La congruence modulo m de a et b se note 


a = b (mod m). 


11 est évident que si a est divisible par =», alors 


a = 0 (mod mn) 
et inversement. 


15. Les congruences par rapport au même module peuvent être addi. 
tionnées membre à membre comme Îles égalités. 


@ LEMME. Si 
4 = b, (mod m), 


a = b, (mod m), 


a, = b, (mod m), 
alors 
G+at...+anæb+b2+ ... + 0b, (mod m). 
DÉMONSTRATION. De l'hypothèse il résulte que chacune des 
ifférences 
ay — bi, A2 — b:, . an — Lh 
est divisible par m; donc, leur somme 


(ay — b5) + (az — bd) + ... + (a, — b,), 


ou 


(a +a+...+an) — (bi + b2 + ... + b,) 


est aussi divisible par m, ce qui équivaut à la congruence demandée. 
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16. Au n° 9 nous avons démontré que pour p premier et 0 <k<p 
on a 


C? = 0 (mod p). (2.6) 
Cela peut s'écrire encore sous la forme 
Citi=0 (mod p) (2.7) 


Donc, pour 0 < k<< p — 1 les congruences (2.6) et (2.7) sont vraies 
toutes les deux. En les additionnant membre à membre, on obtient 


C? + Cie! = 0 (mod p), 
ou 
chi = 0 (mod p). 


En d'autres termes, pour p premier tous les éléments de la 
(p + 1)-ième ligne du triangle de Pascal, excepté quatre (les deux 
extrêmes gauches et les deux extrêmes droits), sont divisibles par p. 
Il est de même facile de vérifier que 


Chu = Chu = Chi = Chfi = 1 (mod p). 
17. La congruence (2.6) peut être récrite sous la forme 
ChLi + Chi = 0 (mod p), 
ou 
Chi =—Ch_4 (mod p). 
Elle est vraie pour k = 1, 2, ..., p — 1. Donc, 


0 — Î — pnrè : 3 su — 1 
Comme C?.1 = 1, la dernière congruence signifie que les éléments de 
la (p — {)-ième ligne du triangle de Pascal sont congrus à { ou à —1{ 


modulo p suivant que leurs numéros sont impairs ou pairs. 


18. Les congruences par rapport au même module peuvent être non 
seulement additionnées, mais aussi multipliées membre à membre. 


@ LEMME. Si 


a = b, (mod m), 
a = b) (mod m), (2.8) 


an = bn (mod m), 
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alors 
42... 4h = bb; . b, (mod m). (2.9) 

@ DÉMONSTRATION. On va démontrer ce lemme par récurrence 
sur n. 

Pour n = {il est évident. 

Supposons que lo lemme soit vrai pour une valeur quelconque de 
n (c.-à-d. que (2.8) implique (2.9)) et complétons ses hypothèses par 
la congruence 
Anti = bh+: (mod m). (2.10) 


Les congruences (2.9) et (2.10) signifient respectivement que 
Gaz -.. An — bib . . . bn et a+ — b,+, sont divisibles par m. 
Par conséquent, 

A2 an = bibo ... b, + mT, 
Gn+s = dns + mt, 


où 7 et t sont des nombres entiers. En multipliant membre à membre 
ces égalités on obtient 
b b,,+1 + 


G3d2 - .. Andn+ts — bib: .. 
+ m (bide. bat + bnT E mT0). 


Les parenthèses du deuxième membre contiennent un nombre entier: 


donc, 
Ayl2 ... Anln+1 = b,b; .. b,b,+: (mod m), 


ce qu'il fallait démontrer. 

Du lemme démontré il résulte qu'on peut élever les deux mem- 
bres d'une congruence à toute puissance entière non négative. 

Un cas particulier trivial du lemme précédent est exprimé par 
Je fait suivant: le peus do plusieurs nombres de la forme 4t + 1 
est lui aussi un nombre de la forme 4t + 1. En effet, soient a,, a, ... 

*., 4n les nombres donnés. 
Par hypothèse 


A, = Î (mod 4), A) = 1 (mod 4), cs An = 1 (mod 4). 
En multipliant membre à membre ces congruences on obtient 
Ad... nn = | (mod 4). 


19. Les règles de simplification des congruences sont semblables aux 
règles de simplification des égalités: une égalité peut êtro simplifiée 
par tout nombre non nul et une congruence par tout nombre premier 
avec le module. 
@ LEMME. Si 

ac = bc (mod m) (2.11) 
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et PGCD (c, m) = 1, alors 
a =: b (mod m). (2.12) 
© DÉMONSTRATION. La congruence (2.11) signifie que la cUIéence 
ac — bc est divisible par m. Mais 
ac — bc = (a —b)e, 
et comme PGCD(c, m) = 1, c'est la différence a — b qui est divisible 
par m, ce qui équivaut à la congruence (2.12). 


20. La proposition suivante, appelée théorème de Fermat, s'avère 
utile dans de nombreuses questions. 
© THÉORÈME. Si p est un nombre premier et a n'est pas divisible 
par p, alors 
aP-l x { (mod p). 
© DÉMONSTRATION. Considérons les nombres 

a, 2a,..., (p — 1 ja. (2.13) 


Ils ne sont pas congrus modulo p deux à deux. En effet, comme 


PGCD (a, p) = 1, la congruonce 
ka = la (mod p) 


m pliquerait, d'après lo lemme du n° 19, que 
k = | (mod p), 


c.-à-d. quo À — l'est divisible par p, ce qui cst impossible pour 0 < k, 
! <p et k£l. 
En outre, aucun des nombres considérés n'est divisible par p. 
Donc, la ‘division des nombres (2.13) par p donne les restes r1, 
..., Fps, tous distincts et non nuls. Ainsi, nous avons (p — {) 
A nbres &: 13), de même que (p — 1) restes distincts non nuls de 
leur division par p. Par conséquent, parmi les restes de la division 
des nombres (2. {3 par p (c. Le parmi les nombres r,, r,.. 
..., lp), Chacun des restes 1, 2,..., p — 1 figure exactement uno 
fois. On a donc 
a = r, (mod p), 
2a = ra (mod Ph 


(p—t)a=rn_ (mod p). 
En multipliant ces congruences membre à membre, on obtient 


122... (p— 1) aP-t mm riz... rh (mod p). (2.14) 
Or, comme nous l'avons déjà noté, les nombres r,, r2, ..., lp 
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no sont rien d'autre que 1, 2, ..., p — 1, seulement écrits dans un 
ordre différent. Donc, la congruence (2.14) peut être récrite sous la 


forme 
1.2... (p—1)aP1=1.2 ...(p—1)(mod p). (2.15) 
Romarquons enfin que le produit 1.2 ... (p — 1) est premier 
avec p; donc, la congruence (2.15) peut être simplifiée : 


aP-i = { (mod p), 
ce qu'il fallait démontrer. 


21. Du n0 2 il résulte que parmi les diviseurs des termes de la suite de 
Fibonacci on peut trouver en général n importe quel nombre. Nous 
allons voir maintenant qu'on peut distinguer certaines classes de ces 
termes admettant des diviseurs d'une forme assez concrète. 

On a, par exemple, le théorème suivant : 


© THÉORÈME. Si un terme de la suite de Fibonacci a le numéro impair, 
tous ses diviseurs impairs sont de la forme 4t + 1. 


© DÉMONSTRATION. La formule (1.10) (v. n°99, $ 1) donne 
pour n impair 
d'où 
Un-tün+i— Un = Un (Un-1 + un) —ur = 
=u$ y Hun un — ui = — 1. (2.16) 


u} —=Un-jUn+! + 1, 


Soit p un divisour premier de u, et p-<2. De (2.16) on voit que 
u?,_, + { est divisiblo par u,, donc par p aussi. Par conséquent, 


u?_y =—1 (mod p). 


En élevant les deux membres de cette congruence à la puissance 
p—i ; 
—5—.0n obtient : 


p-t p= 
(u2_,) ? =uPzl=(—1) ? (modp). 

D'autre part, PGCD(u, ;. u,)= 1, de sorte que u,, _; n'est pas divisi- 
ble par p et on retrouve les conditions du théorème de Fermat énoncé 
ci-dessus, d'après lequel on a 

uP=} = 1 (mod p). 
Mais alors on a également 

p— 


(—1) ? =1 (mod p), 
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p-i 
c.-à-d. (—1) = {. Par conséquent, le nombre = est pair, ce qui 
signifie que p est de la forme 4t + 1. 

Ainsi, tous les diviseurs impairs premiers de u, sont de la forme 
4t + 1. Donc, d’après ce qui a été dit La fin du n° 18, c'est également 
celle de tout produit de tels diviseurs, c’est-à-dire de tout diviseur 
impair de u, (v. n° 5, $ 1). 


22. D'après la définition de la congruence, tous les nombres qui, étant 
divisés par m, donnent le même reste sont congrus modulo m. Par 
contre, si les restes obtenus sont différents, les nombres donnés ne le 
sont pas. 

Le reste de la division par m ne peut être que l’un des »m nombres: 
0, 1, 2, ..., m — 1. Donc, il ne peut y avoir que m nombres non 
congrus modulo "=. 

Soit m impair ; considérons les nombres 

m— | m—3 m—3 m—! 

SE _ 9 

D — +. ALES, PL Cu er: 
Ils sont m et n'importe quels deux nombres de cette suite ne sont con- 

us modulo m (sinon leur différence, qui est non nulle et est inférieure 

a m en valeur absolue, serait divisible par m). Par conséquent, tout 
nombre est congru à l'un des nombres (2.17) modulo m. Les nombres 
(2.17) sont appelés les plus petits résidus modulo m. Il est évident que 
chacun d'eux est en valeur absolue inférieur à la moitié du module m. 

Remarquons que le système des plus petits résidus modulo m 
peut être construit aussi pour m pair. Il est un peu différent de (2.17): 

m—2 mm — 4 m—2 mm 
3: Dr. 1:20, — D: 

Nous n'aurons d'ailleurs pas besoin de ce système. 


(2.17) 


23. Soit m un entier impair non divisible par 5. Construisons la suite 
m— 1 
D 5. 


des plus petits résidus modulo » des nombres 5, 2.5,3.5, …, 5 


Par exemple, pour m — 21 cette suite est 
5, 10, —6, —1, 4, 9, —7, —2, 3, 8. 
Examinons l'alternance des signes dans les suites de ce type pour 
des valeurs diverses de m. 11 se trouve qu'elle dépend du dernier chiffre 
de m (écrit en numération décimalc). 


@ LEMME. Sim = 104+- 1, la suite des plus petits résidus est cons- 
truite de la manière suivante: 

t termes positifs, t termes négatifs, t termes positifs, t termes néga- 
tifs, t termes positifs. 
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Si m = 10t + 3, le schéma d'alternance des signes est le suivant: 

t termes positifs, t termes négatifs, t termes positifs, (t + 1) termes 
négatifs, t termes positifs. 

Si m — 10t + 7, les termes de la suite sont rangés comme suit: 

t termes positifs, (t + 1) termes négatifs, (t + 1) termes positifs, 
t termes négatifs, (t + 1) termes positifs. 

Si m — 10t + 9, on a t termes positifs, (t + 1) termes négatifs, 
(t + 1) termes positifs, (t + 1) termes négatifs, (t + 1) termes positifs. 

La démonstration se fait par calcul direct de chacune 
des quatre propositions ci-dessus prises séparément. Nous nous bor- 
nons à la démonstration de la première, en laissant celle des autres 
propositions au soin du lecteur. 

Ainsi, soit m — 104 + 1. 1l est évident que pour k < t on a 5k < 


<—7 : , de sorte que tous les nombres de la forme 54 sont les plus 


petits résidus modulo m. Ils sont au nombre de t et le dernier est st. 
Comme 5 (t + 1) se 5 à le terme suivant de la suite cherchée est 
négatif (il est égal à —5t + 4). En lui ajoutant successivement (t — 1) 
fois le nombre 5, on obtient une série de t nombres négatifs dont le 
dernier est —1. Vient ensuite le nombre positif 4, suivi de (ft — 1) 
autres nombres positifs (c.-à-d. jusqu'à 4 + (t — 1):5 = 5t — { 
inclusivement), après quoi on tombe de nouveau sur des nombres 
négatifs (do —5t + 3 à —2; en tout t nombres). Enfin, on obtient en- 
core ? nombres positifs (de 3 à 54 — 2) qui achèvent la suite. La premiè- 
re proposition est démontrée. 

En fait, ce qui est particulièrement important pour nous dans ce 
lemme, c'est que la suite des plus petits résidus modulo m contient 
pour m=— 104 + { un nombre pair de termes négatifs et un nombre impair 


pour m = 104 + 3. 


p-1i 


24. LEMME. Si p est un nombre premier de la forme St + 1, alors 5 if 


est divisible par p. : 
p-— 


Si p est un nombre premier de la forme 5t £ 2, alors 5 + 1 
est divisible par p. 
@ DÉMONSTRATION. On a 
5 = er, (mod p), 
2-5 = e3r2 (mod p), 


où ezr, est le plus petit résidu du nombre k.5 par rapport au module 
Pr rh > 0, et eng = + 1, ce qui définit le signe du résidu. 
En multipliant ces congruences membre à membre, on obtient 


pr 
12... 2.5 2 = eye)... Ep-1rir2 +. lp (mod p). (2.18) 
2 72 


On raisonne ensuite de manière analogue à celle de la démonstra- 
tion du théorème de Fermat. 
Chacun des nombres positifs r,, r2, . .., rh CSt inférieur ou 
"2. 


p—1i 
égal à 2: 


Si parmi ces nombres il y avait deux égaux: r, = r; (: <k, 


s = + l (mod p). Or, cela est impossible, car — p<k — 1 <k + 

+l<p et k—1-£20. Par conséquent, tous les nombres 

Tin P2s + + Fp_ SOnt distincts. Ils coïncident donc à l'ordre près 
72. 

avec les nombres 1,2, ..., 

le module, on peut simplifier la congrucnce (2.18) par le produit 


1.2... Pt. On obtient alors 


1<2—) , On aurait 5k = + 5! (mod p) ou, puisque PGCD(5, p)=1, 
k = 
l 


pe . Comme ils sont tous premiers avec 


Ep (mod p). 
2 


D'après le lemme du n° 23, le nombre de facteurs égaux à —1 
dans le produit e,ez ... e,_, est pair, si p — {0t + 1 (puisque p 


2 
est impair, cela est équivalent à ce que b soit de la forme 5t + 1), 
et impair, si p = 10t + 3 (c.-à-d. si p est do la forme 5t + 2). 

De là on déduit immédiatement les deux affirmations du lemme. 


25. Maintenant nous pouvons démontrer la propriété fondamentale 
de la divisibilité des termes de la suite de Fibonacci par un nombre 
premier. 
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@ THÉORBME. Si le nombre premier p est de la forme 5t +1, 
alors u, _ est divisible par p. Si p est de la forme 5t + 2, alors u,,+1 
est divisible par p. 
@ DÉMONSTRATION. Supposons que p soit de la forme 51 + 
+ {. D'après la formule de Binet, on a 
(COS) CS) 
RE 77: 2 | 2 | j= 
I e \p-1 
sr Op VS + GE CVSŸ + HG (VENT — 
= = 9 ee - —1 
—1+C}_; V5-c;._: (V3)? +... — C9] (V5)? À 


ou, après des simplifications évidentes, 


p-3 


1 i 3 5 .n2 -2,6 2 
Fp-1 op (ci_,+c3_,.5+c _1"° +... +ChTf.5 ). 


En vertu du n° 17 tous les cocfficients binomiaux énumérés ici sont 
congrus à { modulo p. Par suite, 


p-3 
2P-lu =2(1+51... +5 ? | (mod p). 
Calculant la somme de la progression géométrique ci-dessus et prenant 
en considération que 2P-! est congru à { modulo p, on obtient 
p—1 
5 ? —1 
Up = 5 — (mod p). 

Or, d'après ce qui précède, le numérateur de la fraction du deuxième 
membre est divisible par p. Comme PGCD (p, 2) = 1, il en est de même 
de la fraction toute entière. Par conséquent, u,_, est divisible par p, 
de sorte que la première partie du théorème est démontrée. 

Considérons maintenant le cas où p est de la forme 5t + 2. En 
appliquant comme plus haut la formule de Binct, on obtient 


1 
1 i 3 5 2 es 
D'après le n° 16 tous les termes entre parenthèses, sauf les deux extré- 


mes, sont divisibles par p, et C4 = Ch+i divisé par p donne { pour 
reste. Par suite, 


p-i 
: y = 7 (1+5 2 | (mod p). 
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En appliquant le lomme précédent, on déduit dans ce cas que u,+; 
est divisible par p. 


26 . Supposons que u, soit divisible par un nombre premier quelconque 
p et que tous les termes de la suite de Fibonacci inférieurs à u, soient 
non divisibles par p. Dans ce cas on dit que p est diviseur propre de un. 
Par exemple, 11 est diviseur propre de u,,, 17 est diviseur propre de 
u,, etc. 

* Tout terme de la suite de Fibonacci, sauf u,, u>, ug et u;2, possède 
au moins un diviseur propre. 

La démonstration de ce fait appelle des raisonnements assez com- 
pliqués et nous occupera jusqu'à la fin de ce paragraphe. Ce faisant, 
nous établirons d'autres propriétés des termes de la suite de Fibonacci 
concernant leur divisibilité. 


27. Commençons par queue considérations d'ordre général. 

Le résultat sur la divisibilité d'un produit par un nombre premier, 
établi au n° 8, permet de démontrer le théorème que l’on appelle sou- 
vent s« théorème fondamental de l'arithmétique ». 


@ THÉORÈME. Tout entier naturel est décomposable en facteurs 
premiers de manière unique. 


@ DÉMONSTRATION. Remarquons tout d'abord que la possi- 
bilité d'une telle décomposition est un fait très simple qui a été déjà 
établi de façon directe au n° 5 du $ 1 à l’aide d'un raisonnement par 
récurrence. 

Pour démontrer l'unicité considérons deux décompositions possi- 
bles du nombre a en facteurs premiers: 


PaP2 + PR —= 4 2 - +. Qi. 


Pour fixer les idées, supposons que k < !. Le deuxième membre 
de l'égalité ci-dessus doit être divisible par p,. Donc, en vertu du n° 8, 
au moins l'un des facteurs qu'il contient doit être divisible par p.. 
Soit q, ce facteur. Comme a, est un nombre premier, cela n'est ossi ble 
que si p, = g. En simplifiant on trouve 


Pz... PR— 2... Qi 


En répétant le même raisonnement k fois (démonstration par récurren- 
ce!}), c.-à-d. jusqu'à l'épuisement de tous les facteurs du premier mem- 
bre, on obtient finalement 

1 = Qui +. Qi: 


Mais cette dernière égalité peut avoir lieu seulement pour qu+1, = ... 
... == ,ce qui veut dire que les facteurs premiers g141, . .. 
«+, gu doivent manquer. 
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Le théorème est démontré. 


28. Les facteurs égaux de la décomposition du nombre a en facteurs 
premiers étant groupés en puissances, on peut écrire 


a=pitpi?... par. (2.19) 


Cette représentation de l’entier naturel a est sa décomposition cano- 
nique. | 

Parfois, pour des raisons de commodité, nous allons ajouter à la 
décomposition canonique d’un nombre de nouveaux facteurs premiers 
munis des exposants nuls. 


29. Evidemment, pour que le nombre a de décomposition canonique 
(2.19) soit divisible par 


p 
b=phiper ... phx, (2.20) 


il faut et il suffit que l'on ait 


B: < As BPz < @, .….. p, < Le 
En particulier, si pour { quelconque «; = 0, on doit avoir aussi 


y — ÙV. 
Maintenant nous pouvons décrire d'une façon nouvelle le plus 
grand commun diviseur de deux ou plusieurs nombres. 
Soient a;, a, ..., a, n nombres naturels quelconques et p4, ... 
..., pr les nombres premiers dont chacun divise au moins l'un de 
ces nombres. Ecrivons les décompositions canoniques de a,;, a, ... 


e LE | An: 
œ [a 3 a 


a a œ 
ay=pi'ip, 22... Pr, 


(2.21) 


(ici tous les exposants &;; > 0). Il est clair que la décomposition cano- 
nique de tout diviseur commun d des nombres a, ..., a, ne peut 
contenir que des facteurs premiers, pris parmi les nombres p;, ..., py: 
ô, Ô ô 
d=p, 1p,? .… Py". 
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Ici chaque exposant Ô, doit être inférieur ou égal à chacun des exposants 
correspondants @yj, Œ2is + + + Œnt du nombre p; dans les décomposi- 
tions canoniques de a;, a2, ..., 4h: 


di Ars Or <'O2is + + + Ôi Ant. (2.22) 


Si « est le plus grand commun diviseur, les exposants à, sont les 
plus grands des nombres qui vérifient les inégalités correspondantes 
22 Mais cela signifie que chaque Ô, est tout simplement le plus petit 

es nombres @yy, Go, + + Œnie On peut écrire: 


ô, = min CITE Œots Œni}:. 


On désigne le plus grand commun diviseur des nombres &, as, ... 


.., 4h. Comme dans le cas de deux nombres, par PGCD (a, a, ... 
+. An): 


30. Une notion en quelque sorte duale de celle de plus grand commun 
diviseur est la notion de plus petit commun multiple. 

Il est évident que la décomposition canonique de tout nombre 
divisible par les entiers a,, a2, . .., a, de décompositions canoniques 
2e doit contenir tous les facteurs premiers figurant au moins une 
ois dans les décompositions (2.21), c.-à-d. les nombres p,, p>, . .., pe. 
La décomposition canonique d'un multiple commun peut contenir 
encore des facteurs « étrangers »s. Ainsi, la décomposition canonique 
de tout multiple commun m des nombres a,, a, ..., a, doit être 
de la forme 


U, h U 
m=plp,?... pa Q 


où @ désigne le produit de tous les facteurs premiers « étrangers ». 
De même, il est évident que pour tout i — 1, ..., k on doit avoir 


lu > is Au > Gois es Mi > Œni- (2.23) 


Si m est le plus petit commun multiple des nombres a;, a2, ... 
+. An, 0 facteur Q@ doit évidemment manquer (c.-à-d. qu'il doit 
être égal à 1), et les exposants u, doivent être les plus petits des expo- 
sants vérifiant les inégalités (2.23). Mais cela signifie que chaque qu 
doit être tout simplement le plus grand des nombres @;y, @2y, . .. 

es ni: 
Mi — max {@us, Gr, .  ., ni}. 


Le plus petit commun multiple des nombres a,, a, ..., a, 
est désigné par PPCM (a, a, ..., a). 


31. Démontrons le lemme auxiliaire suivant. 


141 


© LEMME. Quels que soient Îles nombres &,, &2, ..., &,, on a 
max {ay, Oz, Anh = Mat... + an — 

— min {a, @>} — min {@, &3} — ... — min {an_s, an} + 

+ min {a, @>, as} + min {a, @, ai} + ... 

SR nice due DGA Ce MN 0 SN M A re à ee und (2.24) 
+ min {a, &>, ..., &hn} 
(la deuxième ligne contient tous les minimums de deux nombres, 
la troisième tous les minimums de trois nombres, etc.). 


@ DÉMONSTRATION. Sans restreindre la généralité, on peut 
considérer dès le début les nombres &;, @2, . .., &, comme disposés 
dans l'ordre de nan-croissance : 


>>... > Un. 


Dans ce cas 
max {@y, Go, . .., Œh} = Gi. 


Calculons la valeur du second membre de (2.24). Pour cela comp- 
tons combien de fois RE dE y figure chacun des nombres 
is Œ, + ++ Œn- Dans le cas où deux nombres «, et &; sont égaux, nous 
allons considérer comme minimal celui qui a le plus grand numéro 
(évidemment, cette convention purement formelle n'exerce aucune 
influence sur les valeurs des expressions considérées). 

Remarquons d'abord que a, est le plus grand des nombres considé- 
rés. C'est pourquoi il ne se trouve que dans la première ligne du second 
membre de (2.24), et cela une seule fois. Donc, le coefficient de «, 
dans le deuxième membre de (2.24) est égal à 1. 

Examinons maintenant la façon dont un nombre quelconque 
a (i > 1) entre dans le second membre de (2.24). Il n'entre qu'une 
fois dans la première ligne. La deuxième ligne et les lignes suivantes, 
jusqu'à la i-ième inclusivement, le renferment seulement comme 
minimum qui est une combinaison de «; avec des nombres de numéros 
inférieurs à i. &, entrera donc dans la j-ieme ligne (j < i) un nombre 
de fois égal au nombre des combinaisons de i — { éléments &, ... 


oo. Mi J—1àj—1,c.-à-d. à (=; (v. n90 14, $ 1). Ainsi, le second 
membre de (2.24) renfermera 


| 2 j — 
1—Ci_i+Ci y... + Ci! 


2 


Gi: 
En vertu du n° 13, $ 1 cette expression est égale à 0. 

Par conséquent, le second membre de (2.24) est égal à a, c.-à-d. 
au premier membre, et le lemme est démontré. 


32. Usons de ce qu'on vient de démontrer pour donner une description 
commode du plus petit commun multiple de plusieurs nombres. 
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@ THÉORÊME. 
PPCM (ay, Go, ..., An) — 


” ayas.….an: PGCD (a1, az, as) - PGCD (a1, az, as)... (2.25) 
” PGCD (a4, ae): PGCD (a1, 123)... PGCD (an-1, an) PGCD (az, ae, as, ag)... NT 


(Le numérateur de cette fraction représente le produit des nombres 
donnés et de tous les plus grands communs diviseurs de ces nombres, 
pris 3 à 3, 5 à 5. etc., et le dénominateur le produit de tous les plus 
grands communs diviseurs de ces nombres, pris 2 à 2, 4 à 4, etc.) 


DÉMONSTRATION. Soit p un facteur remier quelconque 
ail dans les décompositions canoniques de quelques-uns des 
nombres a,, 42, ..., a,. Désignons par a; l’exposant de p dans la 
décomposition canonique de a,. Alors, en vertu du n° 30, p entre dans 
le premier membre de (2.25) avec l'exposant 


MAX {@y, Œ2s + + An} (2.26) 
et, d'après le n° 29, avec l'exposant 


++... +a, — 
— min {@, @>} — min {a, œs} — ... — min {a@,.1, &,} + 
+ min {@, G, &s} + min {a, &2, œl+ ... 


. min {&y, @2, . .., &n} | (2.27) 


dans le second membre. Mais d'après le lemme précédent les expres- 
sions (2.26) et (2.27) sont égales. 

Ainsi, les décompositions canoniques du premier et du second 
membre de (2.25) renferment les mêmes facteurs premiers pris avec 
les mêmes exposants. 


33. Reprenons maintenant l'étude de la divisibilité des termes de la 
suite de Fibonacci. 


@ LEMME. 
Umn-1 — UM, est divisible par uf. (2.28) 


@ DEMONSTRATION. On démontre par récurrence sur m. 

Pour m = 1 le dividende s’annule; donc, il est divisible par u;. 
Supposons maintenant que (2.28) soit vraie pour m quelconque et 
considérons l'expression 

Uem+n n-1 —UR = (Umn-iün-1 +üUmnün)—Uur tr. 
D'après l'hypothèse de récurrence 
Umn-1 = UF (MOd u}). 
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Par suite, 
Um+pon-s Ur = UPaun_ + Umnün —UuRtE (mod u}). (2.29) 
Du n° f il résulte que umn est divisible par u, ; donc, 
Umnün = 0 (mod ui), 
et (2.29) prend la forme 
Um+hn-1— un} = 0 (mod u?). 


Le raisonnement par récurrence est terminé, etle théorème 
démontré. 


34. LEMME. 
Umn —U,1 + u® est divisible par uà,. (2.30) 
@ DÉMONSTRATION. On démontre par récurrence sur m. 
Pour m — 1, le dividende s'annule: donc, il est divisible par us. 
Supposons que (2.30) ait lieu pour m quelconque et considérons 
l'expression 
Um+ton — Un HU = Umn in +Umnüns1 — UP} + un. 
Or, selon l'hypothèse de récurrence, 
Umn = Ur — Un, (MOd u). 
Par conséquent, 
Uim+ton URL FUR = Umn-iUn + 
Hunts (ua Uri) — uni +un:i (mod ui), 
cu | 
Um+nn Ur + URSS = Umn-jun — U}3 (Un+1—Un_1) (mod uÿ), 
ou encore 


Uomstgon UT HU = Un (Umn-1—u#_,) (mod ui). 


D'après ce qui précède, la différence du deuxième membre est divisi- 
ble par u?,. Par conséquent, le deuxième membre tout entier est divi- 
sible par uà, c.-à-d. congru à O0 modulo uà, ce qu'il fallait démontrer. 


35. Soit p un nombre premier. Comme on l’a déjà démontré au n° 1, 
Unn CSt divisible par u,. Donc, lorsqu'on passe de u, à u,,, première- 
ment, de nouveaux divisours premiers peuvent apparaître, et deuxiè- 
mement, les exposants des anciens diviseurs premiers de u, peuvent 
s’accroître. Nous allons démontrer un théorème, d'où il découle que, 
de tous les diviseurs premiers de u,, p, est le seul dont l’exposant puisso 
augmenter. Si p 2, son exposant ne peut augmenter que d'une unité, 
si p — 2, son exposant peut augmenter de 2 unités au plus. 
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@ THÉORBME. Si qg est un diviseur premier de u, différent de P, 


Unp  , | 
alors 7 nest pas divisible par q. 
n 


u 
Si p est un diviseur premier impair de u,, alors — est divisible 
n 


par p et non divisible par p?. 

Siu, est divisible par 4, alors E est divisible par 2 et non divi- 
sible par 4. 

St u, est divisible par 2 et non divisible par 4, alors re est divisible 
par 4 et non divisible par 8. 


@ DÉMONSTRATION. Si l'on pose m — p dans le lemme précédent, 
on obtient que 


Unp—uP, ,+up., est divisible par u3. 


Mais u,) est divisible par u, en vertu du n° { ; d'autre part, 


= 1 _- _ 
uP ,—uP —={(un+1— Un-1) (ur +uPiun_i +... + up )= 


= P-1 : np-2 
Un (CE TUssun-1 +... + up). 


Par suite, la différence 
Unp 
Un 


— (uns + uP un +... +uiT) (2.31) 


est divisible par ui. 
Premièrement, il en résulte que la différence (2.31) est divisible 
par u,. Cela signifie que 
Un 


— auf; +ubiun_it...+up"i (mod un). (2.32) 


D'autre part, il est évident que 
Unti = Un, (mod u,). 
Donc, il s'ensuit de (2.32) que 
Unp _ Es = 
nn uP=i +upri+ Fe +up! (mod uh). 


Comme le second membre contient p termes, on peut écrire 


Unp Li 
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Un 

. P 

Par conséquent, tout diviseur commun aux nombres ET et u, 
n 


doit diviser p, et inversement. Cela signifie que 
Un 


PGCD ( P. un) = PGCD (p, un). 


Un 


Soit à présent g un diviseur premier de u, différent de p. Alors 
PGCD (p, un) n'est pas divisible par gq. 


Par suite, PGCD (er ; un) n'est pas non plus divisible par gq. 
n 


Comme gq divise u,, il ne peut pas diviser “2B , et la première partic 
du théorème est démontrée. k 

Deuxièmement, de la divisibilité de la différence (2.31) par ui 
il résulte que 


Unp 


— ,yP-i p-2 p—1 
7 Sul, +tuhiiunni+... +uh7 (mod p?). 


Soit 
Un+i = np + r’ (mod pi), 
Un = r2p + r° (mod p?), 
oùOLri rar, r° << p (comme la différence u,+1 — u,_, est égale 
à u,, c.-à-d. qu'elle est divisible par p, les restes r’ et r” doivent être 
égaux ; on peut donc poser r’ = r” = r; en outre, r Æ 0, car niu, s, 
ni u,4, ne sont divisibles par p). 
Alors 
Unp _ L 
7 (rap+r)P + (rip + r)PE (rep +7) +... + 
+ rap + PT (rap +) + 4 (rep +r)PTL (mod p?). 
Chassons les parenthèses dans le deuxième membre et rejetons les ter 
mes divisibles par p?. Le terme 


(sp + r)P-* (rep + r)h°1 


donne alors 
Ci _graprP-harR I +rP AC raprh-2 + rp-krht 


ou 
(p — &k) prarP + (k — 1) prarP 3 + Pt. 
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En sommant cette expression sur tous les termes, c.-à-d. pour 
k = 1, ..., p, on obtient 


Unp __p(p—1) 
Ti 


. prarp-?+ PAP prerP-2+ prP-i (mod p?). (2.33) 
= 


É est un nombre entier. C'est pourquoi les deux 


Si p£2, = 
premiers termes du second membre de (2.33) sont divisibles par p° 
et on a donc 


À = prP-1 (mod p°). 


Enfin, selon le théorème de Fermat (v. n0 20) rp — { est divisible 
par p, de sorte que prP-! — p est divisible par p?. Si l'on en tient 
compte, on obtient en définitive 


Un 


LEE p (mod p?). 
Un 


Ainsi, — —E qivisé par p? donne p pour reste, c. ae —E est divisible 


par p et non à divisible par p?. La deuxième partie du théorème est donc 
démontrée. 
Soit à présent p = 2. La congruence (2.33) peut alors s'écrire 


TE = 2(ri+ratr) (mod 4). (2.34) 

Si u, est divisible par 4, on voit d'après la suite de restes (2.2) 
que, dans ce cas, étant divisés par 4, u, -, comme u,;, donnent 1 pour 
reste. Donc, onar = r = 0,r= 1, 'et la congruence (2.34) devient 


22 = 2 (mod4). 


Ceci démontre la troisième partie du théorème. 

Enfin, supposons que u, ne soit pas divisible par 4. La suite (2.2) 
montre qu alors r, = 0,r: = {et r — 1. Par suite, la congruence (2.34) 
devient 

u 


2" = 0 (mod). 


Un 


2n 


Il reste à montrer que L n'est pas divisible par 8. Dans le cas 


contraire, u>, serait divisible par 16. Mais alors, en vertu du n° 13, 
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2n doit être divisible par 12, c.-à-d. que n doit être divisible par 6. 
Ceci à son tour LS que u, doit être divisible par us, c.-à-d. par 8, 
ce qui est en contradiction avec l'hypothèse (selon laquello u, n'est 
pas divisible même par 4). 

Le théorème est entièrement démontré. 


36. Maintenant nous pouvons aborder la démonstration de l'existence 
des diviseurs propres des termes de la suite de Fibonacci. 


@ THÉORBNE. Tout terme de la suite de Fibonacci, ercepté u,, u, 
Us et uy2, possède au moins un diviseur propre. 
@ DÉMONSTRATION. Considérons le terme u,. Soit 
a, & a 
n=p,\p,?... PR* 


la décomposition canonique du nombre n. 
Cherchons le plus petit commun multiple des termes 


Uns Uni. Un: (2.35) 
Pi Pr PR 


D'après le n° 32, 
PPCM— 
dou, au, ARS Un: a 
_ Ps Pa Ph Py  Pz F3 
 PSCD {uns tn DE oi PGCD (un Uno Uni Un 


Ps Pa Ph_1 Ph Pr OP: Pa Ps 
(2.36) 
Or, pour tout r et quels que soient àë,, i>, . .., i, distincts, on a 
PGCD Ju _ , u re dl =u = 
n'a: +) Paco"... 2) 
Pis l'is Pir lis Pia Pir 
=tUÙÜ n 
PisPis - -* Pir 
Donc, 
a ue te u ul n 
P, P Ph PP2P 
PPCM = 1] 2 k 1"2"3 
tu n n -°- li n u n 
PiP2 P1P3 PRAPR PiP2P3ls 
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Mais u, est divisible par tous les nombres u,,u,,..., un, 


Pa Ps PR 
donc par leur plus petit commun multiple 


un = PPCMt. 


Tout diviseur premier du PPCM divise l'un des nombres (2.35) 
et représente donc un diviseur impropre de u,. Par conséquent, tous 
les diviseurs propres de u, doivent diviser t. D'après le théorème du 
n° 35, de tous les diviseurs premiers impropres de u,, seuls p;, p2, . .. 
..., PR peuvent entrer dans t ; de plus, chacun de ces nombres entre 
dans { avec un exposant inférieur ou égal à 1, excepté le nombre 2, 
qui peut entrer avec l'exposant 2. 

En démontrant l'inégalité 


t> 2 piPz +. PR 


(ici et dans la suite, la croix au-dessous du nombre 2 signifie que le 
nombre 2 n'est pris en considération que dans Île cas où les nombres 
Pis P21 + + +, Pr Comptent déjà un 2), nous prouverons que le terme u, 
possède des diviseurs propres. 

Ainsi démontrons que 


Unu LU n un Un 
PP2 P1P3 Ph-1PR P1P2P3P 
t= 1 > 2pipz ... Ph. 
WU sus tu : 2. < 
Ps P2 Ph P1P2P3 
Au n°0 21 du $ { on a établi que 
i 
1 n— — n+ - 


Donc, si l’on remplace tous les nombres de Fibonacci figurant au nu- 


1 1 
| nr: | re 
mérateur par —= & et ceux du dénominateur par —— &@  , la frac- 
P V3 P V5 
tion ne peut que diminuer. En démontrant l'inégalité pour la nouvelle 
fraction, nous établissons plus qu'il nous fallait. En effectuant les subs- 
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R 
titutions indiquées et en simplifiant par (x) , nous obtenons 


V5 


ELLES P1P2 n PRh-1PR n P1P2P3P; 
n CS OGC COR | 
œ " Pifo n | aPh-1PR n P1P2P3P4 n =. 
SP n 72 n Ph _n P1P2P3 
n n n 
ai a? apr œP1P2P3 d ” 
> 2P1P2-: Phi 
X 
ou 
afin se er x TS) 
a P1 P2 Ph  PP2 Ph-1PRk  P1P2P3 
a 
a (HP Pate + PR TPiPe te PR PR TPiP2Pat. . .) 
> 2P1P2 ... Ph: 
ou encore 


|| 1 Î | 
n { — =” 1— — CR 1— — ——(! X{ PE [| 
7 2piPr Ph 


ou, enfin, en passant aux logarithmes, 


i i ii 
n (1-=) (1) : (1) (14 P5) (+ Pa) 
(+) > logo 2p1P2 +. Ph 


En nous rappelant la décomposition canonique de n, nous pouvons 
mettre l'inégalité précédente sous la forme : 


| ui | —1 
Pit (pa—1)po? (Pa—1)... pe (pr—1)— 
| { | | 
_ PTE Ppati ne PRTL,, loga 2P1P2 ... PR. 
æ; 2 ah x 
P: P2 PR 


L'expression pa”! (ps — 1) ... pan"! (px — 1) est désignée 
d'habitude par (nr). La fonction qu'elle définit est appelée fonction 
d'Euler. Elle jouit de nombreuses propriétés aussi intéressantes 
qu'importantes. 
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Avec la notation de la fonction d'Euler on peut écrire 


{1 pa+i 1 
q(n) > ins Lie Lo PE + log 2P1P2...pR. (2.36) 
Pi! P2° Ph à 

Il reste à vérifier pour quelles valeurs entières positives de n l'iné- 
galité écrite est satisfaite. Nous dirons que ces valeurs sont « bonnes » 
Rs les distinguer des « mauvaises » valeurs de n qui ne satisfont pas 
l'inégalité (2.36). 11 est évident que pour les bonnes valeurs de n les 
termes u,, possèdent des diviseurs propres. Il importe de souligner que 
la réciproque peut ne pas être vraie: la validité de l'inégalité (2.36) 
est une condition suffisante, mais pas nécessaire pour que u, ait des 
diviseurs propres. Par conséquent, on doit essayer les termes de la suite 
de Fibonacci ayant de mauvais numéros (on en compte 10 au total) 
pour établir l'existence des diviseurs propres. Cette vérification révèle 
que parmi ces 10 nombres il y a 6 qui ont des diviseurs propres et 
1 (ceux qui sont énumérés dans l'énoncé du théorème) qui n'en ont pas. 
On constate « à vue d'œil + qu'avec la croissance de n le premier 
membre de (2.36) croît plus vite que le second. Donc, dès le début il 
faut admettre que l'inégalité (2.36) peut ne pas avoir lieu seulement 
jour des valeurs pas trop grandes de nr. Malgré la tendance générale 
l'accroissement, les deux membres de l'inégalité changent cependant 
avec l'augmentation de n de façon très irrégulière, de sorte qu'on 
doute fort qu'on puisse appliquer un raisonnement par récurrence direct. 
Aussi il nous semble naturel d'adopter le programme d'action suivant. 
Etablissons un procédé permettant d'énumérer (écrire) successivement 
tous les entiers naturels de façon que chaque bon nombre soit nécessai- 
rement suivi d'un bon nombre. Si à une étape quelconque tous les nom- 
bres obtenus sont bons, alors tous les nombres suivants le seront éga- 
lement. Par conséquent, tous les mauvais nombres doivent être énu- 
mérés avant cette étape. Le lecteur peut remarquer que cette façon 

de raisonner est une variante de la démonstration par récurrence. 

Démontrons préalablement les trois propositions suivantes. 


{. Soient p,, p2, . .., pr, . . . tous les nombres premiers énu- 
mérés dans l'ordre de croissance (c.-à-d. p, = 2, p> — 3, etc.). Alors 
si le nombre n = pp: . .. p, est bon et p,+1 > 8, le nombre p,p2.. . 


... Papa CSt également bon. 
En effet, dans ce cas on a 
N — PaP2 + Ph: 
pan) = (pi — 1) (p2 — 1)... (pa — 1) 
et par hypothèse on doit avoir 


(Pi—1)(Pp2— 1)... (pR—1 > 
1 cie 1 9 
> (1+ > (1+ ) . (+27) +oga 2p1pe … pr. (2.37) 
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Pour obtenir l'inégalité correspondante pour le produit pipa - .. 
... PrPh+u il faut multiplier le premier terme du second membre 


de (2.37) par le nombre { + , qui est inférieur à 2, et ajouter 


+ 
l0Sa Pa+i au second terme. Or, le nombre p;p: . .. px — 1 est premier 
avec chacun des nombres premiers p;p2, . .., p. Par conséquent, 
chaque diviseur propre q de Pr, pz ... pr —=1 est supérieur à chacun 
des nombres p,, p2, . - , pa et donc supérieur ou égal à p+,. Donc, 


Ph+1< PP2 Ph 


et à plus forte raison 


. Pr+1 © 2PaP2 - - + Ph 
d'où 
l0SaPa+1 << 108a 2piPa + + + Pr: 

Par suite, si on ajoute log, py+, au deuxième terme, celui-ci aug- 
mente moins de deux fois. 

Ainsi, le second membre ne peut pas augmenter plus de 2 fois. 
Quant au premier membre, il est multiplié par lo nombre p}4, — { 
qui cest plus grand que 2. Donc, de (2.37) il résulte que 


(Pa — 1)... (pR—1) (pris > 
| 


1 1 
1 —).. (: =) (: ——) -Hoge 2p1 … | 
> ( + Le Lire + loga 2p1 .- PRPh+1 
ce qu'il fallait démontrer. 

. Si n = PyP2 - + Ph OÙ Py, Pas + +, Pr SOnt des nombres 
premiers distincts arbitraires, nr un bon nombre et q un nombre pre- 
mier quelconque différent de p, p2, . . ., pr et supérieur à ps, Alors 
gP2 - -. pr St également un bon nombre. 

En effet, dans ce cas l'inégalité (2.36) prend de nouveau la forme 
(2.37). Remplacer ici p, par q équivaut à multiplier le premier membre 


de (2.37) par 1— et, dans son deuxième membro, multiplier le pre- 


bé 


mier terme par . et ajouter lag, . au second. Comme q >> p,, une 
1 


Pi 
telle multiplication ne peut que faire diminuer le premier terme. 
Ensuite, puisque > 1, on a 
11. 9 
pi” Pi 


et donc 
< LimeS lo +. 
pi—1 7 9Ba Pi 


Le second membre de (2.37) est plus grand que { (ne serait-ce parce que 
tous les nombres premiers, à partir de 2, sont plus grands que a). 
Le premier membre étant plus grand que le second est lui aussi supé- 
rieur à {. Mais si on multiplie le premier membre (qui est plus grand 
que 1) par un nombre plus grand que 1 et si on ajoute au second membre 
un nombre plus petit, l'inégalité (2.37) ne peut que se renforcer. 


3. Si pf'p9"... PR" est un bon nombre, alors pat pa: se 


— PL" l'est également. 
Pour le démontrer il suffit de remarquer que si on remplace dans 
l'inégalité 


pate PR (pat) > 


Î | | 
> PEL Pet, PAT Loge 2pips pr 
i 2 P* x 


œi—i a, — 
pit  (Ps—1)p2° 


l'exposant «;, par le nombre plus grand @, + 1, le premier membre 
augmente et le second diminue. Donc, par une telle transformation 
un bon nombre ne peut avoir pour image qu'un bon nombre. 

Ainsi, nous avons à notre disposition trois opérations sur les nom- 
bres, soit trois procédés de passage d’un nombre à un autre. Ceci étant, 
on ne peut passer d’un bon nombre qu'à un autre bon nombre. 

La première de ces opérations consiste à construire la suite 1, 2, 
6, 30, 210, ...; la deuxième à remplacer, dans les nombres dont la 
décomposition canonique ne contient que les premières puissances des 
facteurs premiers, tout diviseur premier par un autre plus grand (par 
souci de clarté, on convient de le remplacer par le nombre premier 
« supérieur » le plus proche) qui ne fait pas partie de la décomposition ; 
la troisième opération fait croître d'une unité un exposant quelconque 
dans la décomposition canonique. En partant du nombre {, on pout 
énumérer à l’aide de ces opérations tous les entiers naturels. Certains 
nombres figurent dans cette liste plus d’une fois, mais cette circonstance 
ne joue aucun rôle. Il importe que chaque nombre soit pris en consi- 
dération au moins une fois. 

Commençons donc à énumérer les entiers naturels de la façon indi- 
quée ci-dessus. Utilisons d'abord la première opération. 


153 


Lo nombre { est mauvais, car pour n = 1 l'inégalité (2.36) prend 
la forme contradictoire suivante: 


1> 1 + log 2 = 1+ log 1 —1 


(nous considérons toujours que tout produit de zéro facteurs est égal à 1). 
La première opération, appliquée au nombre 1, donne 2. Pour 
n = 2 l'inégalité (2.36) prend la forme 


3 3 
125 +lo8a2= 7 + loge 4; 


comme elle est fausse, le nombre 2 est aussi mauvais. 
Les nombres suivants, 6 et 30, sont eux aussi mauvais, car pour 
eux on a respectivement 


3 4 
p(O=2<5.7+ loge 12=2+ loge 12, 


pE=8<E.—+. À +108 60 = 2,4 +8,5. 


Par contre, le nombre 2.3.5.7 — 210 est bon, puisque 


; 3 4 6 8 
= 48 9 — mt — ES ù, 
ç (210) = 48 © 7 3 5 3 + log, 420 &2,7 + 12,5. 

Donc, tous les nombres suivants, obtenus par la première opération, 
sont bons. Appliquons maintenant la deuxième et la troisième opé- 
ration. 

Appliquées au nombre 2, elles donnent les nombres 3 et 4 qui sont 
mauvais, car 


pB=2< + logs 3 1,34 2,8, 


pU)=2< À + loga 4 & 1,5+ 2,9. 


L'application de ces opérations au nombre 3 donne respectivement 5 et 
9. On vérifie facilement que 5 est mauvais et 9 est bon, de sorte que 
les transformations suivantes de 9 ne nous intéressent pas. Quant à 5, il 
se transforme par la deuxième opération en 7 et par la troisième en 25. 
Ces nombres étant bons tous les deux, il en est do même de tous leurs 
suivants, ce qui nous dispense de les étudier. 

La troisième opération, appliquée au nombre 4, conduit au nombre 
8 qui est bon. 

Ainsi l'application successive de la deuxième et de la troisième 
opération au nombre 2 donne d'abord les mauvais nombres 3, 4 et 5, 
puis de bons nombres. 
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7b 25b 21b 22b 28b 98b 


$ 12m \8b 60b 
8b 24b 36b 


Fig. 1! 


Examinons maintenant le nombre 6. En lui appliquant la deuxiè- 
me opération, on obtient le mauvais nombre 10, suivi de deux bons 
nombres (20 et 15) et d'un mauvais (14). Ce dernier est suivi de bons 
nombres 21 et 22 (obtenus par la deuxième opération) et de bons nom- 
bres 28 et 98 (obtenus par la troisième opération). 

La troisième opération, appliquée à 6, donne le bon nombre 18 
et le mauvais 12. Par la troisième opération on obtient de 12 les bons 
nombres 24 et 36; la deuxième opération ne s'applique pas à 12, car 
celui-ci est divisible par le carré du nombre premier 2. 

Enfin, tous les nombres que l'on obtient de 30 (respectivement 210, 
42 et 60) sont bons. Les raisonnements précédents sont illustrés par lo 
schéma ci-dessus suivant (fig. 1). 

Finalement, on aboutit à la liste suivante de mauvais nombres: 


1, 2, 3, 4, 5, 6, 10, 12, 14, 30. 
Les termes correspondants de la suite de Fibonacci sont 
1,1, 2, 3, 5, 8, 55, 144, 377, uso. 
Il est évident que us, u4, us, U10 et u,4 ont pour divisours propres 


respectivement 2, 3, 5, 11 et 29. En écrivant tous les termes de la 
suite de Fibonacci jusqu'à uso et leurs décompositions en facteurs 
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premiers, on pourrait vérifier directement que U30 possède un diviseur 
propre. Mais on n'en a pas besoin. En effet, d'après le théorème du 
n° 22 us0 est divisible par 31 (car 31 est un nombre premier de la forme 
5t + 1). D'autre part, ni us = 8, ni u,9 — 55, ni us — 610 ne sont 
pas divisibles par 31. Donc, 31 est un diviseur propre de uso. 

11 reste les nombres u, = 1, u2 — 1, ug — 8 et u,3 — 144 qui, évi- 
demment, n'ont pas de diviseurs propres. 

Le théorème est démontré. 


37. Contrairement aux quatre termes de la suite de Fibonacci qui 
n'ont pas de diviseurs propres, il existe d'autres termes qui en possè- 
dent plusieurs. Par exemple, pour u,9 de tels diviseurs sont les nombres 
37 et 113, pour u:7 les nombres 53 et 109, etc. Est-ce que y a beaucoup 
de termes de la suite de Fibonacci qui possèdent deux ou plusieurs 
diviseurs propres? On n'en sait absolument rien. 

Il est naturel de se demander quel est le numéro n du terme dont 
le diviseur propre est le nombre premier donné p. 

Du n° 25 il résulte que n < p — 1, si p est de la forme 54 + 1, 
et n < p + 1, si p est de la forme 5t + 2. Cependant, on ne connaît 

ur le moment aucune formule permettant de calculer directement 
fes numéros des termes ayant pour diviseur propre le nombre p donné 
à l'avance. 

Nous avons démontré au n° 9 que sauf u, tous les termes de la suite 
de Fibonacci dont les numéros sont des nombres composés sont eux- 
mêmes des nombres composés. La réciproque est inexacte, car, par 
exemple, up — 4181 — 37-113. Une question se pose à savoir si l’en- 
semble de tous les nombres promiers de Fibonacci est fini ou 
infini, c.-à-d. si parmi ces nombres il existe un plus grand. Ce 
problème est loin d'être résolu. 


$ SUITE DE FIBONACCI 
ET FRACTIONS CONTINUES 


1. Considérons l'expression 


Go + —— 


(3.1) 


An 
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OÙ Qys Q2s + + + Gn SOnt des entiers positifs et q, un entier 
naturel, c'est-à-dire que q, peut ètre égal à zéro, ce qui est 
impossible pour les nombres qi, 2, ..., 4h. Dans la suite 
nous sous-entendrons toujours cette propriété de go. 

L'expression (3.1) est la fraction continue et les nombres 
Qos ir A2» + + + An les quotients incomplets de cette fraction. 

Les fractions continues trouvent de nombreuses applica- 
tions dans les questions les plus diverses des mathéma- 
tiques. 

La représentation d'un nombre quelconque par une 
fraction continue est la décomposition de ce nombre en 
fraction continue. 

Comment trouver les quotients incomplets d'une frac- 
tion continue obtenue par la décomposition de la fracticn 


ordinaire TP 


Considérons l'algorithme d'Euclide appliqué aux nombres 
a et b: 


a = bqo + Ts 

b=rgi+re, 

Ty = loQ2 + ra, (3.2) 
Tn-2 Tn-1{n-1 + Tn 


Vn-1 = lnn: 


La première égalité donne: 


Î 
TE o+ = +. 


ri 
De la deuxième égalité on déduit 
b .- Vo … | 
2 DR Jr, * 


d’où 
D = do + ——7: 
n+— 
{ 


V2 


La troisième égalité nous fournit 


Re do 
nn bio RES 
ra 
donc 


| 
be 
qi + 1 

Rs 


rs 
Et ainsi de suite jusqu'à ce qu’on aboutisse au résultat 


a HS Î 
ED CL 
À rer trs 


+ 


van 
La An 
D'après l'idée de l'algorithme d'Euclide, q, est supé- 
rieur à 1. (En effet, si q, était égal à 1, on aurait r,_, = r, 
et r,-2 serait divisible par r,_1, c'est-à-dire que l'algorithme 
serait arrêté à l'avant-dernier pas.) 
On peut donc considérer au lieu de qg, l'expression 


(Gn — 1) + | , c'est-à-dire prendre la différence (g, — 1) 


pour l'avant-dernier quotient incomplet et l'unité pour le 
dernier. Cette convention s’avérera très utile dans la suite. 
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2. 11 est clair que toute fraction rationnelle _ peut être 


décomposée en fraction continue. Montrons que cette décom- 
position est unique, c'est-à-dire que si deux fractions con- 
tinues sont égales, leurs quotients incomplets correspon- 
dants le sont aussi. 

Soient w et ©” deux fractions continues telles que © = 
— &” et soient Qo; Qi, «+ + + An Et As is + + +» An respective- 
ment leurs quotients incomplets. Alors go = q, Qi = Qi 
etc. En effet, qg, est la partie entière de w et q, celle de w”, 
donc go = @. Les fractions continues © et w” s'écrivent 
respectivement 


I ; Î 
Dr et L+ w£ ’ 
où ©, et w, sont encore les fractions continues. Les égalités 
© = ©” et go = 4, entraînent &, =w;. Les parties entières 


de ©, et de w, sont donc elles aussi égales (q; = q;). Et ainsi 
de suite (2 = 4, 93 = q, etc.). 


3. Soit 


@O = Go 


(3.3) 


une fraction continue. Considérons les nombres 
FREE q a — 
Go, do nu’ D: [ 
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Il est toujours possible de les mettre sous la forme des frac- 
tions irréductibles 


Po __ % 

@o EF” 

P, | 

re LE (TE 

P | 

Qc 4 
gi + — 

Q? 
Pa 
Qn 


Ils s'appellent alors les fractions correspondant à la 
fraction continue w. Constatons que ge est l'expression 
+ 


modifiée de D , Où le dernier quotient incomplet q, est 
1 


remplacé par la somme gq; + É 


4. Le lemme ci-dessous est fort important pour la théorie des 
fractions continues. 


@ LEMME. Quelle que soit la fraction continue (3.3), les 
trois relations suivantes sont toujours vérifiées: 


Puis = PrQnss + Pr-s, (3.4) 
Qurs = QnQu+s + Qui (3.5) 
Ph+1Qn— PhQn+s = (— 1)*. (3.6) 


Raisonnons par récurrence et examinons d'abord le cas 
k = 1: 


RL LS ES 
Qi DT, TS 
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Puisque les nombres qgo91 + 1 et q, sont premiers entre eux, 


la fraction pm est irréductible. Par définition, la 


fraction 22 est elle aussi irréductible. Or, on sait que deux 


1 
fractions irréductibles étant égales, leurs numérateurs et 
leurs dénominateurs sont respectivement égaux. Par con- 
séquent, Pi = qoq + 1 et Qi = q1. Considérons la fraction 
fP2 1 __ Go (g192+ 1) + g2 3 
@ DT Pr ET (3.7) 


Selon le numéro 10 du $ 2 le plus grand commun diviseur 


des nombres go (4192 + 1) + q2> et qig2 + 1 est égal au 
PGCD (q>, 4192 + 1) ou encore au PGCD (q, 1), c'est-à-dire 
à 1. Donc le deuxième membre de l'égalité (3.7) est une frac- 
tion irréductible et on a 


#n — Qo (qi92 + 1) + 92 = (QoQi + 1) ga +- Io—=P1Q2+ Po 
e 
Q2 = ide + 1 = Qig2 + Qo. 


On vérifie aisément l'égalité 
PaQi — P1Q2 = (—1)". 
k = 1 satisfait donc aux égalités (3.4), (3.5), (3.6). 


Supposons maintenant que les égalités (3.4), (3.5), (3.6) 
soient justes et considérons la fraction correspondante 


Phss __ _Phahs1+ Pr 
Que QnIh+1 TQR-1 | 


Ph+2 s'exprime, on l'a dit, à l'aide de la fraction Pret, 
QR+2 +1 


OÙ Q:+1 est remplacé par Qu+1 + — Puisque la quan- 


tité qa+1 ne figure pas dans les expressions de P;, Qu, 
Py-1 et Qn-1, nous avons 
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Pr (ans +——) + Ph-1 


Qh+2 | 
Qr (ane: .) + QR-1 


ou, d'après les suppositions (3.4) et (3.5), 


Ph+2 — Pheiths2 + PR 
Qui Qu+1Qh+2 + QR (3.8) 


Démontrons que le second membre de (3.8) est une 
fraction irréductible. Il suffit de montrer que son numérateur 
et son dénominateur sont des nombres premiers entre eux. 

Supposons que les nombres P,4iqnr2 + Pet QuriQnto + 
+ Q, aient un diviseur commun d > 1. On en déduit que 
l'expression 


(Patiqute + Pa) Qu+rs — (Qn+iQnr2 + Qn) Par: 
doit elle aussi être divisible par d, ce qui contredit la suppo- 


sition (3.6). 

Ainsi, le second membre de (3.8) est une fraction irré- 
ductible, et la relation (3.8) est donc une égalité de deux 
fractions irréductibles. On peut écrire 


Pate = PrtiQnte + Pa, 
Qur2 = Qurinte + On. 


Il ne nous reste qu'à démontrer l'égalité 
PytoQnts — PatiQnrz = (—1) 4 (3.9) 
Tout ce qui précède nous autorise à écrire: 


Py+2Qn+1 — PntiQnte = PrtiQn+oQn+ts + PiQnts — 
— Py4iQnt2Qn+s — Prr1Qu; 


et la relation (3.9) découle immédiatement de (3.6). Le lemme 
est démontré. 

@ CONSÉQUENCE. 
| Ph: Pr … (— 14 (3.10) 


Qhs1 Qh QhQh+41 
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La démonstration est évidente. 

Puisque les quotients incomplets des fractions continues 

sont des entiers positifs, nous pouvons appliquer le lemme 
et écrire : 

Po< Pi, << P3<..., 

Qo << <Q:<... 


Nous préciserons plus loin cette remarque importante. 


(3.11) 


5. Servons-nous du lemme du n° 4 pour étudier toutes les 
fractions continues aux quotients incomplets égaux à 1. 
On a le théorème intéressant suivant. 
@ THÉORÈME. Si une fraction continue possède n quotients 
incomplets dont chacun est égal à 1, cette fraction est égale 
à 0. 

Un 
@ DÉMONSTRATION. Désignons par &, une fraction continue 
à n quotients incomplets égaux à l'unité. Il est évident que 
Œis Œos + + + En forment une suite de fractions correspondant 
à Œh. 

Soit 


Vu que 


et 
{ 2 
Oo — Â n — n ? 


on a P, = 1et P; = 2. Ensuite, P,41 = Pyqu+: Ph = 
= P, + P, =. ue P, = uyz, (cf. n° 6, 

De même, Q, = 1, Q: = Î et Qn+1 = Qun+: Fs Qn-s 7 
— Q, + Q,1, de sorte que Q@, = u,. Donc, 


An = —"+1., (3.12) 


Un 
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Nous laissons au lecteur le soin de comparer ce résultat aux 
formules (1.10) et (3.6). 


6. Soient deux fractions continues 


— 49 + ———— et D = q3 + —"— 
LAN =xp pn Leger me 
telles que 
do 2 do, qi 7 Air Ga 2 In. (3.13) 
Po Pi P2 o Pi 


Désignons respectivement par —, —, —,...ct par =, =, 
: P PE D Qi @ PE" Q: 
P; 


Les inégalités (3.13) et le lemme du n° 4 ($ 3) conduisent aux rela- 
tions suivantes: 


.. les fractions correspondantes. 


Ps>Pn Pi>Py Ps>Pu... 


ot 
@7 00 701 Q>0Q2... 


Il est évident que la plus petite valeur de tout quotient incom 

lot est 1. Etant donnéo une fraction continue dont tous les quotients 

incomplets sont égaux à 1, les numératours et les dénominateurs des 

fractions correspondantes croissent plus lentement que ceux des frac- 
tions correspondant à toute autro fraction continue. 

Etudions cet accroissement. 11 est évident que, mises à part les 
fractions continues aux quotients incomplets égaux à l'unité, ce sont 
les numérateurs et les dénominateurs des fractions correspondant à une 
fraction continue dont un quotient incomplet est 2 et tous les autres 
l'unité qui accusent l'accroissement le plus lent. Selon lo lemme sui- 
vant, ces fractions continues sont également liées aux termes de la 
suite de Fibonacci. 


@ LEMME. Si les quotients incomplets Qo, Qi; + « +: Qn d'une fraction 
continue w sont tels que Qo = Qu = Q2 = +. —= Qiy = ty = ... 
….=Qn=1itg=2(iz0), on a 
_Uitiün-i+s Uiün-ts 
Uijün_i+s Ÿ Uj-jUn-is1 
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La démonstration se fait par récurrence. Pour i — f, 
on a quel que soit n: 


w = { + _ 


n--{1 quotients 
incomplets 


ne 
+ LL" 


D'après ce qu'on a démontré au début de ce numéro: 


| | 
o=— 1 + = | + “FAT 
2 2 = 
Lier LL Un 
I 2e Un Un+2 + Un 
mu ZUn +Un-1 Ru Un+2 Un+2 
Un 


ou, en posant y = 0, 


__ UolUns2+ Uiün 
UjUn+2 + UQUn 


La première partie du lemme cest donc démontrée. 
Supposons maintenant que, quel que soit n, on ait 


| 
Pre 
i quotionts . 
incomplets . x = 
+ Î + 1 . 
2 
+ Œn-i 
_ Ujstüni+s + Uilün-i+i (3.14) 


UjüUn—i+3 + Ui-tUn-t+1 
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Considérons la fraction continue 


| 
SE Gr Fe 
i+ 1 quotients . 
incomplets . 
+1+ { e 
2 
Œn-i-1 
Elle peut s'écrire : 
Fan 
1+ 
i quotients 
incomplets 
° { (3.15) 
HE — — : 
Œn-1-} 


D'après la relation (3.14), la fraction continue au-dessous de la 
ligne pointillée est égale à l'expression suivante: 
Ui+sUn-i+2 + Uni 
Ujün_i+2 +Ui juni 
Donc toute la fraction (3.15) s'écrit : 
a 
TATENPEITENS 
UjUn_i+2 7 Ui-iUn-i 
ui + is) Unis + (ui + us) uns 
s Uj4qUn-is2 + UjUn_i = 
_ Uitzün-i+2 + Uisiün-i 
Uisiün-i+2 + Uiün-i | 
Le lemme est démontré. 


® CONSÉQUENCE. S'il y a, parmi les quotients incomplets 
‘une fraction continue w, au moins n quotients différents de l'unité 


: à P 
et si g #0, nous avons, en écrivant w sous la forme G: 
P > Uigaun its + Milni4s > Uits Unite À Uiünh=its = Un+2. 
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De même 
Q > ut. 


Nous insistons sur le rôle du lemme du n° 4 selon lequel, lorsqu'on 
remplace une fraction continue par la fraction arithmétique, on obtient 
toujours des fractions irréductibles, et les numérateurs et les dénomi- 
nateurs des fractions ne diminuent donc pas. 


7. Lo numéro précédent nous permet de démontrer lo théorème attri- 
UE sons particulier à la suite de Fibonacci face à l'algorithme 
"Euclide. 


@ THÉORÊME. Etant donnés deux nombres a et b, le nombre d'opé- 
rations dans l'algorithme d'Euclide est égal à (n — 1) pour un certain 
a si b — u, et est inférieur à (n — 1) pour tout a si b <'u,. 


@ DÉMONSTRATION. On vérifie aisément la première partie du 
Des conan 1: Un+1, C'est-à-dire le terme de la suite de 
Fibonacci qui suit bd. Alors 


La fraction continue «, possède n one incomplets, c'est-à- 
dire qu'il y a (n — 1) opérations dans l'algorithme d'Euclide appliqué 
aux nombres a ct b. 

Démontrerons la deuxième partie du théorème par l'absurde. 
Supposons que le nombre d'opérations n'est pas inférieur à (n — 1). 
a 
b 
w contiendra au moins n quotients incomplets (ce qui dépasse d’une 
unité le nombre d'opérations dans l'algorithme d’Euclide). Puisque 
b n'est pas un terme de la suite de Fibonacci, tout quotient incomplet 
n'est pas égal à 1. D'après la conséquence du lemme du n° 6, on a 
b>u,, ce qui est en contradiction avec l'hypothèse. 

Le théorème ci-dessus signifie que dans un certain sens l'algori- 
thme d'Euclide appliqué aux termes voisins de la suite de Fibonacci 
est « le plus long ». : 


Mettons — sous la forme d'une fraction continue w. Il est évident que 


8. Appelons l'expression 
Do — (3.16) 
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fraction continue infinie. Les définitions et les résultats 
des numéros précédents s'étendent naturellement aux frac- 
tions continues infinies. Soit 


Po, Ph Pn 3.17 
Do‘ D: (3.17) 
une suite (infinic) de fractions correspondantes. Nous 
allons démontrer que cette suite a une limite. 
Etudions deux suites 


on en Pen 
Go QG 4 


et 


Pi Ps Pons 
DD D": (3.19) 


D'après les relations (3.10) et (3.11), 


Pan+z _Pan __ Pant2 _ Pons Panai _ Pan 


Qan+2 Q2n Qan+2 Q2n+1 Qen+1 Q2n 
— 1 1 
Es Qen+2Qon+1 + Qon+1Qon 
Il s'ensuit que la suite ‘4 18) est croissante. De même, 
Pants Pons: { 0 f 


RD CR CS CS CS 


Qon+s Qon+1 = Qon+2Q2n+1 


implique que la suite (3.19) est décroissante. 
Tout terme de la suite (3.19) est supérieur à tout terme 
de la suite (3.18). En effet, considérons les nombres 


Pon_ et Pams+1 


Qen Qzm+1 : 


et soit Æ un nombre impair supérieur à 27 et à 2m + 1. 
D'après (3.10), nous pouvons écrire: 


Ph, Pas 
On Que 5:20) 
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Puisque la suite (3.18) est croissante et celle (3.19) décrois- 
sante, l'on a: 


Pas, Pan 
Qns1— Qen (8.21) 


et 


Ph Pam: 
Qr Ne Q2m+1 j (3.22) 


Il découle des relations (3.20), (3.21), (3.22) que 


Pom Poms+: 
Q2m Oa 


Vu (3.10) et (3.11), nous pouvons en conclure 


Pn+1 Pa _ 1 LE 
Qn+1 Qn n Qn+1Qn n?°? 


aussi la différence de la (n-} 1)ifme et de la nième fraction 
correspondante tend en valeur absolue vers zéro pour n 
croissant. 

I1 résulte de tout ce qui précède que les suites (3.18) 
et (3.19) ont la même limite qui est aussi celle de la suite 
(3.17). Cette limite s'appelle la valeur de la fraction continue 
infinie (3.16). 

Nous avons démontré (n° 2) l’unicité de la décomposition 
d'un nombre rationnel en une fraction continue. Le fait 
d'avoir affaire aux fractions finies n'étant pas utilisé dans nos 
raisonnements, nous avons établi par là même que tout 
nombre réel (rationnel ou irrationnel) peut être la valeur 
d'une fraction continue au plus. 


Puisqu’un nombre rationnel se décompose en une fraction continue 
finie, il en découle qu'il ne peut pas être représenté sous la forme d'une 
fraction continue infinie. Ainsi, la valeur d’une fraction continue infi- 
nie est nécessairement un nombre irrationnel. 

L'étude de la représentation des nombres irrationnels par les frac- 
tions continues est une brancho très intéressante de la théorie des nom- 
bres. Nous nous bornons ici à un seul exemple lié à la suite de Fibonacci. 
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9. Trouvons la valeur de la fraction continue infinie 


1 + —— (3.23) 
ie 


D'après ce qu'on vient de démontrer, cette valeur est 


égale à lima,, où = #4. Calculons cette limite. 
n 


u, est le nombre entier le plus proche de TE (n° 20, 
$ 1). Donc, 


où O1<+ quel que soit n. 
Utilisons le résultat obtenu au numéro 5. Nous avons 


anti 
VW + 0h: 
lim a, = lim re = lim = = 
1 — x HU -œ n— 00 A où 
+ 0ne: On+1 V5 lim (a + One VS 
PE 7 an n— 00 [9 2 
ge 0, 5 | 0, V5 
* cn so (+ an 


Mais 0,4, V5 est bornée (elle est inférieure à 2 en valeur 
absolue), et a" croît indéfiniment pour #7 tendant vers 
l'infini puisque « >> 1. Donc, 


Ons1 VS 
nu LS 0, 


De même nous obtenons 
lim On V5 0 


n— 00 an 
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et définitivement 


n—+00 


Lors du calcul de la valeur de la fraction continue (3.23) on 
peut se passer de la formule de Binet et du passage à la limite. (Dans un 
certain sens, le raisonnement par récurrence du n° 2, qui s'applique 
non seulement aux fractions continues finies, mais encore aux frac- 
tions infinies, s'avère suffisant.) 

Mettons la fraction (3.23) sous la forme: 


Î 
Eh: 


L'expression de x elle-même est évidemment une fraction continue 
(3.23) telle que 


xz= + L 
d'où 
—zx—1=0 (3.24) 
et 
Fe 
= t& Vs 


Puisque la valeur de la fraction (3.23) ne peut pas être un nombre 
négatif, elle est égale à la racine positive de l'équation (3.24), c'est-à- 


dire ae , Soit «. 


Il résulte de l'étude précédente que le rapport de deux 
termes voisins de la suite de Fibonacci tend vers & avec 
n croissant. Ce fait peut être utilisé dans le calcul approché 
de la valeur de «& (cf. le calcul de «, (n° 20, $ 1) et la for- 
mule (1.35)). L'erreur commise est petite même si les termes 
de la suite ne sont pas tellement grands. Par exemple, le 
calcul à 0,000! près donne 


U10 __ 95 
Ce. BA 1,6176, 


et « — 1,6180. L'erreur est donc inférieure à 0,1 %. 
Il faut dire que « représente le plus mauvais cas en ce 
qui concerne les erreurs lors du calcul approché des nombres 
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irrationnels à l’aide des fractions correspondantes et de 
leur décomposition en fractions continues. Tout autre nombre 
est décrit par ses fractions correspondantes d'une façon 
plus précise, dans un certain sens, que &. Malgré tout 
l'intérêt qu'elle présente, cette circonstance ne nous occu- 
pera plus. 


$ SUITE DE FIBONACCI 
ET GÉOMÉTRIE 


{. Partageons le segment AB de longueur unité en deux de 
façon que la plus grande des deux parties soit la moyenne 
ARLES de la plus petite et de tout le segment 
fig. 2). 

Désignons par x la longueur de C,B. La longueur de AC; 
est évidemment égale à 1 — x. En vertu de l'hypothèse nous 
pouvons écrire la proportion suivante: 


1 z 

et (4:1) 
d'où 

1-7. (4.2) 


1 9/E 
La racine positive de (4.2) est  — Chaque rapport 


de la proportion (4.1) devient : 


i 2 2 (1+ V5) _1+V5. 


— = ns PR 9 
— 


Cette division du segment AB par le point C, s'appelle 
division en moyenne et extrême raison (on dit aussi la section 
dorée). 
Si nous considérons la racine négative de (4.2), le point 

C» qui lui correspond est alors à l'extérieur du segment AB. 
(On dit que C> partage AB extérieurement.) Il est facile 
de montrer que c'est encore la section dorée: 

CB AB 

AB CA 
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Fig. 2 
E 
DE 
C; A C; 8 A C B 
Fig. 3 Fig, 4 


do 


Fig. 5 


2. On construit sans difficultés le point qui divise un seg- 
ment en moyenne et extrême raison. 
Soit AB = 1. Menons par À une perpendiculaire à la 


droite AB et fixons le point Æ tel que AE => (fig. 3). 


On a alors 
PAU 


Traçons un arc du cercle de centre £Æ et de rayon EA. Cet arc 
coupe ÆEB en D. Nous avons donc 


BD=VS=1, 
En menant à partir de B comme centre un arc du cercle 
de rayon BD nous déterminons sur AB un point qui est 
le point cherché C;. On peut trouver le point C> qui partage 
extérieurement AB en utilisant l'égalité AC: — BC.. 


3. On use souvent en géométrie de la division en moyenne 
et extrême raison. Ainsi, pour un carré inscrit dans un 
demi-cercle la division par le point € du segment AB est 
la section dorée (v. fig. 4). 

Dans un décagone régulier inscrit dans un cercle de 
rayon À (fig. 5), le côté as est égal à 

.  360° 
2R SIN 6 

c'est-à-dire 2R sin 18°. 


Calculons sin 18°. En utilisant les formules trigonométriques con- 
nues on a: 


sin 36° — 2 sin 18° cos 18°, 
cos 36° — 1 — 2 sin?18°, 
de sorte que 


sin 72° = 4 sin 18° cos 18° (1 — 2 sin? 18°). (4.3) 
Vu que sin 72° = cos 18° 0, on déduit de (4.3) que 
1 — 4 sin 18° (1 — 2 sin? 18°), 
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et sin 18° est donc une racine de l'équiation 
1 4r (1— 2x?) 
ou de l'équation 
Br — 4r + 1 = 0. 


Nous pouvons décomposer le premier membre de la dernière équation 
en un produit de facteurs. On obtient 


(2x — 1) (47% + 2x — 1) = 0, 


i —1+V5 LS Vs 
An eg A 


4 ’ 
d'où 
Puisque sin 18° est un nombre positif différent de 7 on a: 
_VS-1 1 
SIN 18 
Il faut remarquer que 
cos 36° — { — 2 sin? 18—1—2 5 — 1— _— 
_ 2ni—1 24241  2a+1  aÿ __« 
7 2a2 _  2n? 242 22 2 


Ainsi, 


Ainsi, 419 est égal à la partie plus grande du rayon divisé 
en moyenne et extrême raison. 

Lorsqu'on calcule a;,, on peut remplacer «& par le rap- 
port de deux termes consécutifs de la suite de Fibonacci 
(n° 20, $ 1 ou n° 8, $ 3) et prendre pour valeur approchée 


de a; le nombre o R ou même à À. 


4. Considérons un polygone régulier de 5 côtés. Ses diagona- 
les forment un pentagone étoilé régulier (fig. 6). 
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Fig. G 


L'angle AFD est égal à 108°, et l'angle ADF à 36°. 
On a d'après le théorème des sinus: 
AD _ sin 108° _ sin 72° _ 9 3ç° EVE 


Puisque AF = AC, 
AD _ AD 
AF AC 


et le point C divise AD en moyenne et extrême raison. 
Mais la définition de la section dorée nous fournit 


AC _ 
CD 
Vu que AB = CD, il existe les égalités 
AC AB 


AB BC 
176 


Ainsi, dans la suite des segments BC, AB, AC, AD, chaque 
segment suivant est égal au segment précédent multiplié 
par «. 

On propose au lecteur de vérifier que 

AD 
AT 
5. Soit un rectangle de côtés a et b. Nous allons le partager 
en les plus grands carrés possible de façon indiquée sur la 
figure 7. 

Les raisonnements du n° 5, $ 2 montrent que cette divi- 
sion pour a ct b entiers correspond à l'algorithme d'Euclide 
appliqué aux mêmes nombres a et b. Le nombre de carrés 
de mêmes dimensions est alors égal au quotient incomplet 
correspondant dans la décomposition de la fraction F en 
fraction continue (n° 1, $ 3). 

Soit un rectangle dont les côtés forment un rapport égal 
au rapport de deux termes consécutifs de la suite de Fibo- 
nacci (fig. 8). Si nous le partageons en carrés de façon indi- 
quée ci-dessus, d'après numéro 4 du $ 3, tous les carrés 
sauf deux les plus petits sont différents. 

Les côtés de tous ces carrés étant respectivement égaux 
à Uy, Uo, . . y Un, leur aire totale est donc 


u?+ui+...—+un. 
Nous retrouvons l'aire du rectangle donné, qui est le 
produit uhUn+1. 
Ainsi, 
Ui+us+... + Un = Unlnt 
quel que soit »#. C'est la démonstration géométrique de la 
proposition du n° 4, $ 1. 


6. Soit maintenant un rectangle dont les côtés forment le 
rapport &. (Nous appellerons rectangles à section dorée 
de tels rectangles.) 
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Fig. 7 


Fig. 8 


Montrons que si on inscrit dans ce rectangle le plus 
grand carré possible, on obtient de nouveau un rectangle 
à section dorée (fig. 9). 


En effet 
AB —— ° 
AD 
par hypothèse AD = AE = EF, car AEFD est un carré. 
D'où 
EF _ AB—EB _ :_ 1 
EB — EB  % 
Or, 4° — 1 = «, de sorte que 
EF 
FEB — 


La figure 10 montre qu'un rectangle à section dorée peut 
être presque entièrement recouvert par les carrés 7, II, 
III, ... Chaque fois, après avoir inscrit un carré suivant, 
nous obtenons une figure qui est un rectangle à section 
dorée. 

Nous proposons au lecteur de comparer ces raisonnements 
avec ceux des n° 4 et 8 du paragraphe précédent. 


@ REMARQUE. Si on inscrit dans un carré un rectangle 
à section dorée Z et deux carrés ZI et III de façon indiquée 
sur la fig. 11, le rectangle qui reste est un rectangle à section 
dorée. Nous laissons au lecteur Île soin de démontrer cette 
proposition. 


7. La nature abonde en exemples d'objets homogènes dont 
la disposition est décrite par la suite de Fibonacci. 
Toute disposition spiralée des parties des plantes pré- 
sente en général deux familles de spirales. Les éléments de 
l'une tournent dans le sens des aiguilles d'une montre, 
et ceux de l'autre dans le sens opposé. Le nombre de spira- 
les de la première famille et celui d'éléments de la deuxiè- 
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D F C Fig. 9 


Fig. 10 


Fig. îl 


me représentent souvent les termes consécutifs de la suite 
de Fibonacci. 

Ainsi, il est facile de remarquer que les aiguilles d'une 
jeune branche de pin forment deux spirales s'élevant de 
droite à gauche. En même temps, elles forment trois spirales 
qui s’enroulent de gauche à droite. 

Les écailles de nombreuses pommes de pin constituent 
l'ensemble de trois spirales s'enroulant doucement à leur 
axe. Elles forment d'autre part cinq spirales qui montent 
brusquement dans le sens opposé. Les grandes pommes de 
pin présentent parfois 5 et 8 spirales ou même 8 et 13. Un bon 
exemple de telles spirales nous donne un ananas (ordinaire- 
ment elles y sont 8 et 13). 

Les fleurs des capitules de nombreuses composées (la 
marguerite, la camomille) peuvent être disposées en spirale. 
Le nombre de spirales tournant dans les deux sens est 
respectivement 13 et 21 et, parfois, 21 et 34. Mais ce sont 
les graines du tournesol qui battent tous les records: les 
spirales qu'elles forment peuvent être 55 et 89 selon la 
direction. 


8. Les rectangles à section dorée offrent de belles propor- 
tions et sont agréables à regarder. Il s'avère que l'usage 
d'objets ayant des formes pareilles est commode. 

Certains philosophes idéalistes de l'Antiquité et du 
Moyen Age érigeaient les belles formes des rectangles 
à section dorée et d'autres figures admettant la division en 
moyenne et extrême raison en principe esthétique, voire 
philosophique. Ils se servaient de la section dorée et de 
certains autres rapports numériques non seulement pour 
décrire différents phénomènes naturels et sociaux, mais aussi 
pour les expliquer. Quant au nombre & et à ses fractions 
correspondantes, ils donnaient lieu à toutes sortes d'e« opéra- 
tions » mystiques. On conçoit que de pareilles « théories » 
n'ont rien d'une science. 
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VAE RA 
FISSRERRE 
ARRRRERE 


Fig. 12 


Fig. 13 


9. Terminons notre exposé par un problème géométrique 
amusant. Nous allons démontrer que 64 — 65. Considérons un 
carré dont le côté est égal à 8 et coupons-le en quatre parties 
de façon indiquée fig. 12. Formons avec un rectangle 
(fig. 13) dont les côtés sont respectivement égaux à 13 
et 5 et dont l'aire est donc 65. 

On explique facilement ce fait « mystérieux » : en réalité, 
les points À, B, C et D (fig. 13) ne sont pas alignés, mais 
coïncident avec les sommets d'un parallélogramme dont 
l'aire est justement égale à l'unité « de trop». 

De pareils raisonnements faux malgré une apparence de 
vérité s'appellent sophismes. La démonstration dans notre 
cas peut être encore plus convaincante si au lieu du carré 
de côté 8 on considère un carré tel que son côté soit égal 
à un certain terme w,, de la suite de Fibonacci de numéro 
pair suffisamment grand. Divisons ce carré en parties 
(fig. 14) et construisons avec un rectangle (fig. 15). L'aire 
de l'interstice en forme d'un parallélogramme étendu le long 
de la diagonale est, d'après n° 9, $ 1, égale à 1. On calcule 
aisément que la largeur maximale de l'interstice, c'est-à-dire 
la hauteur du parallélogramme, est égale à 


| 
Virtua n + Uin-2 


Si l'on prend donc un carré dont le côté est égal à 21 cm 
et qu'on le transforme en un rectangle de côtés respective- 
ment égaux à 34 et 13 cm, la largeur maximale de l'interstice 


DR cm, c'est-à-dire environ 0,4 mm, ce que 
V'212+8° 

l'œil ne discerne guère. 

S SUITE DE FIBONACCI 
ET THÉORIE DE LA RECHERCHE 


1. On ne sait que très bien qu'une auto consomme relative- 
ment beaucoup d'essence par kilomètre pour des vitesses 
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U),, 


Uan-9 


Fig. {5 


. 14 


‘ 
d essence 


Débit 


Vitesse 
Fig. 16 


assez petites. Il en est de même dans le cas des vitesses 
élevées. Ceci étant, une certaine vitesse intermédiaire est 
« optimale »: l'auto roulant à cette vitesse consomme le 
moins d'essence par kilomètre. Ainsi, nous sommes autorisé 
à supposer que le graphique approximatif de la relation entre 
la consommation d'essence par kilomètre et la vitesse de 
l'auto est de la forme donnée sur la figure 16. D'abord, 
le débit d'essence diminue jusqu'à la valeur minimale avec 
l'accroissement de la. vitesse, puis, la vitesse augmentant 
toujours, il commence à croître sans cesse (un mathémati- 
cien parlerait de la croissance monotone). 

Bien que l'allure de la courbe représentative de cette 
relation (une descente suivie d’une montée) soit prati- 
quement identique pour tous les automobiles, sa forme 
peut varier un peu, pour le même modèle de voitures, 
en fonction des particularités concrètes de l'auto, de 
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l'usure de ses mécanismes et dispositifs, etc. En particu- 
lier, la fonction que nous étudions peut présenter un 
minimum dans un intervalle assez vaste du graphique de 
la fig. 16. 


Supposons que nous voulions partir en voyage en auto- 
mobile et que la région à parcourir soit dépourvue de sta- 
tions-services. Pour pouvoir couvrir la plus grande distance 
nous avons besoin de déterminer le plus exactement possible 
la vitesse qui correspondrait à la consommation d'essence 
minimale. Cette vitesse est appelée vitesse la plus écono- 
mique. 

Dans le cas d'une automobile il est naturel de détermi- 
ner cette vitesse en parcourant à des vitesses différentes 
plusieurs kilomètres d'une route dont les caractéristiques 
et la qualité préfigurent les conditions du voyage futur. 
On mesurera chaque kilomètre le débit d'essence. Ne vaut-il 
mieux, pour éviter cette corvée, d'essayer de répondre aux 
questions suivantes: 

1° Combien d'expériences faut-il effectuer pour déter- 
miner avec une précision donnée la vitesse la plus écono- 
mique ? 

2° Pour quelles vitesses faut-il mesurer le débit d’essen- 
ce? Deux autres questions s'y apparentent, à savoir comment 
faire pour que le nombre donné d'expériences fournisse 
la meilleure approximation? Quelle est cette meilleure 
approximation ? 

Ceci étant, nous sous-entendons par la vitesse la plus 
économique déterminée à un e donné près la vitesse v telle 
que la valeur exacte de la vitesse la plus économique est 
comprise entre les nombres v — & et v + e (c'est-à-dire que 
l'erreur qu'on commet ne dépasse pas e). 

Pour fixer les idées supposons que la vitesse la plus 
économique de notre voiture se trouve entre v’ et v”. Prenons 
pour v” une vitesse notoirement non supérieure à la vitesse 
la plus économique et pour v” une vitesse qui ne lui est 
pas inférieure. (Par exemple, v' peut être la plus petite 
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em 
ai 
2 
Ê= 


Fig. 18 


Fig. 19 


vitesse pour laquelle le moteur fonctionne sans à-coups, et 


v” est la vitesse maximale de notre voiture.) 


2. Laissons de côté l'exemple concret que nous venons de 
considérer et étudions le problème mathématique suivant. 
Soit / (x) une fonction dont on ne sait rien sinon qu'elle 
décroît de zx’ donné à un certain z et croît pour les valeurs de 
x comprises entre ce x et x” donné (fig. 17). En particulier, 
nous admettons que le point inconnu zx coïncide en réalité 
avec l'une des extrémités du segment, soit avec x’ ou x”. 
Dans ce cas la fonction sera évidemment soit croissante 
(fig. 18) soit décroissante (fig. 19). Il va de soi que s'il en 
est ainsi, nous convenons de ne pas le savoir d'avance. Pour 
zx égal à x la fonction f prend sa plus petite valeur f (x) 
qui s'appelle valeur minimum ou simplement minimum 
de la fonction f. On dit alors que f présente un mini- 
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mum en z qui s'appelle encore point de minimum de la 
fonction. 

Dans la suite nous ne considérerons que les fonctions 
qui ne peuvent pas être décroissantes après avoir être crois- 
santes, et nous les appellerons fonctions à un minimum. 

Nous nous proposons dans ce paragraphe d'analyser la 
possibilité de déterminer de façon exacte le point de mini- 
mum d'une fonction à un minimum. Par la fonction f nous 
sous-entendrons toujours une fonction à un minimum. 
Il est clair que tout ce que nous dirons à propos des minimums 
des fonctions pourra être appliqué après des changements 
adéquats au cas de leurs mazimums. 


3. Notre problème, tout comme beaucoup d'autres problè- 
mes analogues, contient trois éléments constitutifs : les buts 
qu'on poursuit, les possibilités qu'on a pour les atteindre 
et les conditions dans lesquelles on utilise ces possibilités. 

Dans notre cas le but consiste à déterminer avec une 
meilleure approximation le point de minimum, c'est-à-dire 
à diminuer l'erreur commise en indiquant ce point. 

Sur le plan des possibilités nous pouvons déterminer 
exactement par tel ou tel moyen (calculer, mesurer ou, 
au pis aller, deviner) un certain nombre de valeurs de la 
fonction f en points quelconques et les comparer entre 
elles. 

Enfin les conditions se déterminent par la grandeur du 
domaine de définition de la fonction f, c'est-à-dire par la 
longueur Z du segment d'extrémités x’ et x”. 

Par conséquent, chaque problème de la recherche peut 
avoir trois aspects. 

1° À quel point notre but est-il réalisable dans les 
conditions données compte tenu de nos possibilités? Cela 
signifie en termes de notre problème: 

Supposons que x déterminations consécutives des valeurs 
de f soient possibles et qu'on n'impose aucune condition 
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au choix des points. En quels points faut-il déterminer les 


valeurs de la fonction pour que x soit trouvé avec la meil- 
leure approximation, et quelle sera la précision? 

2° Quelles doivent être nos possibilités pour pouvoir 
atteindre le but dans les conditions données? 

Dans notre problème la question prend la forme sui- 
vante: soit à trouver une valeur approchée du point de 
minimum zx de f à e près, c'est-à-dire à indiquer zx tel que 
z se trouve entre x — e et x + e. Combien de valeurs de la 
fonction f est-il nécessaire de trouver à cette fin, et quel 
en est le procédé? 

3° Dans quelles conditions les possibilités données sont- 
elles suffisantes pour atteindre le but? 

Dans notre cas il s’agit de la recherche du plus grand 
intervalle de variation de la fonction f (c'est-à-dire de 
la plus grande valeur de la différence x” — x’) pour lequel 
il existe un moyen de déterminer par x observations le 
point de minimum de f à æe près. 


4. À proprement parler, nous aurons affaire à deux problè- 
mes et non à un seul. 

Premièrement, nous cherchons le point de minimum x 
et la valeur f(x) que prend notre fonction f en ce point. 


Deuxièmement, seul le point x nous intéresse. 

On conçoit que le premier problème (nous l'appellerons 
problème À) est plus vaste que le deuxième (problème B). 
On s'attend donc naturellement que: 

a) dans les conditions données et en tenant compte des 
possibilités, les buts du problème À seront plus difficiles 
à atteindre que ceux du problème B (étant donnés un nombre 
n et la longueur L, le problème B nous donne un e plus 
petit que celui du problème À); 

b) pour réaliser également les buts de deux problèmes 
dans les mêmes conditions, le problème À doit jouir de possi- 
bilités plus grandes (pour la même erreur e et les mêmes 


190 


longueurs Z des intervalles de variation de la fonction, 
n doit en général être plus grand dans le problème À); 

c) la même réalisation des buts lorsque les possibilités 
sont les mêmes demande des conditions plus faciles dans le 
problème À (e et z donnés dans le problème À ne sont com- 
patibles qu'avec les valeurs de L inférieures à celles du 
problème B). 


5. Pour formuler strictement les problèmes ci-dessus, une 
précision importante s'impose. 

Admettons que nous nous intéressons aux possibilités de 
déterminer le point de minimum zx dans le segment de 
longueur Z (il est évident que nous pouvons considérer com- 
me l'origine de ce segment le point O0 et comme l'extrémité 
le point L) à e près. Supposons que nous devons résoudre 
le problème À, c'est-à-dire que zx et f (x) nous intéressent 
simultanément, et que le procédé de détermination de 
x est le suivant. 

Fixons un point x quelconque entre 0 et ZL et déterminons 
les valeurs de la fonction f aux points r—e, rxretr+e, 
c'est-à-dire calculons les valeurs f (x — e), f (x), f(x + e) 
(fig. 20). En dépit du choix arbitraire de x, nous estimons 
que z — e => 0 de sorte que la valeur de la fonction f (x — e) 
peut être calculée. De même on considère que x + e < L. 

Il peut arriver que 


fœ—-e >f() <f(&+e). 
Cela veut dire que la fonction f décroissante au point x — e 
commonce à croître en passant vers x + e. Mais un tel 


changement de sens de variation est lié à l'existence du 
minimum. Dans notre cas la fonction passe par cette valeur 
en un certain x compris entre x —e et æ + e. 

C'est pourquoi x diffère de x par e au plus et représente 
la valeur approchée de z que nous cherchons. Dans ce cas 
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X—E XX X+HE Fig. 20 


Cela peut arriver, répétons-le. Mais rien ne nous garantit 
que cela va vraiment arriver. 11 y a plus. Si la longueur Z 
du segment est assez grande et e assez petit, le phénomène 
paraîtra plutôt inattendu. Par contre, il est naturel qu'au 
voisinage des trois points fixes la fonction prend des valeurs 
assez grandes ct qu'elle présente le minimum quelque part 
ailleurs. Trois observations sont donc suffisantes ou non 
selon le cas. 

Or, nous avons besoin d'un procédé (d’une stratégie) qui 


nous permet nécessairement de déterminer x à e près quel que 
soit le point x. De tels procédés existent. Calculons, par 
exemple, les valeurs successives de notre fonction 


f (0), f (e), f (2e), ... (5.1) 


jusqu'à ce qu'on aboutisse à f (re) telle que (r + 1) e soit 
supérieur à ZL (fig. 21). Il est clair que ke pour lequel la 
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FÎige 21 


valeur de la fonction dans la suite (5.1) est la plus petite 
est le nombre cherché. 


En résolvant nos problèmes nous voulons élaborer plus 
qu’un simple procédé de calcul de x avec une précision 
donnée dans tous les cas, y compris les cas les moins favo- 
rables. Nous voulons mettre au point la stratégie la plus 
économique, c'est-à-dire la stratégie « la meilleure dans les 
plus mauvaises conditions ». Mais les plus mauvaises condi- 
tions sont celles dans lesquelles le nombre des valeurs 
calculées de la fonction f est maximal. D'une façon analogue 
la stratégie la plus économique est celle qui permet de 
réaliser le but avec le nombre minimal de valeurs calculées 
de la fonction. 

C'est pourquoi la stratégie la meilleure dans les plus 
mauvaises conditions s'appelle souvent stratégie de mini- 
max. Nous l'appellerons stratégie optimale. 
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Les opérations prévues par la stratégie optimale (qu'il 
s'agit de notre problème ou de n'importe quel autre problème 
analogue) consistent à rechercher de la façon la plus ration- 
nelle le minimum de la fonction, qui « se cache » et qui 
« tâche d’être là où nous ne le cherchons point ». Tout ce 
qu'on vient de dire n'a rien à voir avec la mystique ni 
avec la superstition; ce n'est que la caractéristique des 
meilleures opérations dans les plus mauvaises conditions. 


6. Il est important de noter que tout problème de la recher- 
che ne possède pas sa stratégie optimale. Il en est de même 


par exemple du problème B. 
En effet soit L = 2 et n = 2. Quelle € pouvons-nous 


garantir? 
Nous allons considérer les nombres 0 et 2 comme extré- 


mités de notre segment. Soit & un nombre positif autant 
petit que l'on veut. Calculons les valeurs de la fonction f 
aux points { — &« et 1 + «. Si l'on a 

f(— au) <f(1+ a), 
le minimum cherché zx doit être compris entre 0 et 1 + «, 
et si 


fAÜ—a) Zf(+ a), 


x se trouve entre 1 — & et 2. 
Posons dans le premier cas 


x =" 
et 


(—a)+2  3—-a 
D 2. 


LT = n] 


dans le second. : 
Dans le plus mauvais cas x ainsi déterminé diffère de 
LES Qu minimum vrai de la fonction J. En faisant appro- 


cher « de O nous diminuons l'erreur. Cependant & ne peut 
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pas être égal à 0. (Sinon les points 1 — & et 1 + « coïn- 
cident, et la comparaison de la valeur f (1 — x) avec la 
valeur f (1 -}- &) calculée au même point, qui lui est égale, 
ne nous donne aucune information.) C'est pourquoi l'erreur 
reste toujours supérieure à la moitié bien qu'elle puisse 
être aussi proche que l'on veut de ce nombre. 

Chaque valeur positive de « détermine ici une certaine 
stratégie. Plus & est proche de 0, plus cette stratégie est 
meilleure. Puisque pour tout « > 0 il existe un nombre 
positif qui lui est inférieur, pour toute stratégie on peut 
trouver une stratégie meilleure. Par conséquent, il n'y 
a pas de stratégie optimale pour le problème B. 

Cependant, pour ce problème il existe des stratégies 
« quasi optimales» conduisant aux résultats qui ne se 
prêtent guère à l'amélioration. Plus exactement, quel que 
soit un nombre y > 0 il existe une stratégie P, telle que 
toute autre stratégie diminue l'erreur due à P, de y au 
plus. 


7. La stratégie décrite par la suite (5.1) avec un &e assez 
petit par rapport à la longueur Z du segment considéré 
n'est pas optimale. En l'utilisant nous serons obligés de 
faire tous les r calculs dans les plus mauvaises conditions. 

Essayons de faire autrement. Calculons un terme sur 
deux dans la suite (5.1): 


f (0), f (2e), f (4e), ...; 


trouvons ensuite le plus petit terme de cette nouvelle suite 
(soit f (2ke) ce terme) et calculons deux valeurs de la fonc- 
tion f ((24 — 1) e) et f ((2k + 1) e). L'une de trois valeurs 
de la variable (24 — 1) e, 2ke et (2k + 1) e, pour laquelle 
la valeur de la fonction f est la plus petite de trois valeurs 
suivantes : 


f(Q@k — 1) e), f (2ke), f (2x + 1) e), 


est évidemment x à e près. Cette nouvelle stratégie permet 
d'atteindre le but dans les plus mauvaises conditions au bout 
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d'environ ( + 2) calculs. Pour r assez grands ce dernier 


nombre est beaucoup plus petit que celui prévu par la 
première stratégie. 

Ainsi, la première stratégie n'est pas optimale. Pour 
des raisons analogues il en est en général de même de la 
deuxième. 

Cependant il y a une différence essentielle entre ces 
deux stratégies: la deuxième ne prévoit que certains points 
en lesquels ou calcule les valeurs de la fonction, le choix 
des autres points étant fait par la comparaison des valeurs 
calculées. Nous savons intuitivement que le choix des meil- 
leures opérations doit être lié à l'information sur les résul- 
tats des opérations antérieures. La deuxième stratégie 
est plus perfectionnée sous ce rapport. N'empêche qu'on 
peut en général la perfectionner au point d'aboutir à la 
stratégie optimale. 

La recherche du minimum d'une fonction prévoit tout 
naturellement la comparaison de chaque valeur nouvellement 
obtenue avec telles ou telles valeurs trouvées antérieure- 
ment. Donc le choix du point en lequel on va prendre la 
valeur suivante (ou la décision de s'arrêter) dépend, d'une 
façon ou d'une autre, des points pour lesquels les valeurs 
de la fonction sont déjà calculées et des valeurs calculées 
de la fonction. 


Evidemment, ce procédé de calcul successif des valeurs de la fonc- 
tion f est bien déterminé par une certaine loi de correspondance qui, 
pour tout k& > O, fait correspondre aux ensembles arbitraires de points 
Zi, Lo, + - +, 2 €t de valeurs numériques de f calculées en ces points 
un point quelconque r;,;, ou la décision de cesser les observations on 


choisissant un point quelconque pour r. On appelle fonction de décision 
cette loi de correspondance. 

Chaque stratégie détermine une certaine fonction de décision. 
Réciproquement toute fonction de décision détermine une certaine 
stratégie. En réalité, une fonction de décision est précisément une 
description nette et formalisée d'une stratégie. Par exemple, la fonc- 
tion de décision qui détermine la première stratégie du numéro précé- 
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dent fait correspondre à chaque nombre 0 < k < r un point (k+1)e 
et au nombre r la fin du processus. 

La notion de fonction de décision est l'uno des plus importantes 
en mathématiques modernes. Malheureusement, la définition exacte 
do cette notion est assez volumineuse et ne peut pas être donnée ici. 


8. Soit P une stratégie dont le but est de déterminer avec 
la meilleure approximation et par x observations le point x 
en lequel la fonction j atteint son minimum sur le segment 
de longueur L. Nous dirons que cette stratégie est à nr pas. 

Admettons que dans les conditions d'une certaine straté- 
gie P à n pas nous réussissons à déterminer x sur le segment 
de longueur L à e près. La précision dépend de P et aussi de 
n et de L. Ainsi, on peut la considérer comme fonction de P, 
n et L, et on la désigne par tP (n, L) pour le problème À 
et par +? (x, L) pour le problème B. Par le symbole t} (n, L) 
on sous-entend l'une ou l'autre des expressions tp (n, L) 
et T2 (n, L) (on conçoit que cette expression est la même 
pour un même raisonnement). 

La stratégie P, à n pas est optimale pour le problème À 
si T$,(7, L) ne dépasse pas tf (n, L) pour toute autre 
Stratégie P, c'est-à-dire que Th, (a, L) < 1$ (n, L). On peut 
l'écrire sous la forme: 


TP, (n, L)= min +8 (n, L). (5.2) 
P 


Ainsi, le nombre Th, (x, L) n'est plus la caractéristique de 
la stratégie, mais celle du problème même (à savoir la re- 
cherche par #7 pas du point de minimum de la fonction f sur 
le segment dont la longueur est égale à L). I] ne dépend pas 
d'une stratégie quelconque, mais seulement de » et Let peut 
être noté T4 (n, L). 

Dans les conditions du problème B tout est plus compli- 
qué. Comme nous avons vu, il n'y a pas ici de stratégie 
optimale qui garantisse l'erreur la plus petite possible dans 
les plus mauvaises conditions. Cependant, il existe une 
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erreur dont on peut approcher autant que l'on veut si l'on 
choisit une stratégie convenable. Cette erreur qu'on appelle 
erreur limite ne dépend elle aussi que des conditions du 
problème. Il est logique donc de la noter t£ (n, L). Toute 
autre stratégie amène à l'erreur plus grande 


tn, L)<18(n, L), 


et nous ne pouvons écrire l'égalité analogue à (5.2). 

En anticipant nous pouvons dire que tous les raisonne- 
ments de ce paragraphe (et ces raisonnements sont parfois 
compliqués) conduisent aux expressions explicites pour 
TA (n, L) et TB (n, L). Il s'avérera que ces expressions 
contiennent les termes de la suite de Fibonacci: 


tA(n, L)= = (5.3) 
tE(n, L) = (5.4) 


Ainsi, si l'on refuse de chercher la valeur minimum d'une 


e A A 2u Q e 
fonction, on améliore par là même ++ fois la détermina- 
n +2 


tion de son point de minimum. Pour #7 assez grands ce 
rapport d'après n° 13, $ 1 est proche de £ — 1,236, ce 
qui correspond à une précision d'environ 23 % plus grande. 


9. Il est clair que dans tout ce qui va suivre nous aurons 
besoin non pas des nombres L et e pris isolément, mais de 
leur rapport qui s'appelle l'erreur relative sur la position 


de x. Si ce rapport est donné, alors, pour un choix conve- 
nable de l'unité de mesure de x (c'est-à-dire l'unité de 
longueur) nous pouvons prendre arbitrairement L ou e. 
Une conclusion fort instructive s'impose. 
Le changement d'échelle sur l'axe des x fait varier 
d'un même nombre de fois l'expression numérique de la 
longueur Z du segment et l'erreur due à la détermination 
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du point cherché par toute stratégie P. Autrement dit, quel 
que soit À positif, on doit avoir 


Tp (a, AL) = Àtp (n, L). (5.5) 


De même, si, en décrivant une stratégie visant à déterminer 
le point de minimum, nous nous servons, pour indiquer la 
position des points du segment, non pas des mesures de lon- 
gueur absolues mais des mesures relatives, la nature de la 
stratégie ne change pas: les stratégies optimales restent 
optimales, et les stratégies non optimales conservent cette 
propriété. 

D'où il vient immédiatement que la dilatation (ou la 
compression) uniforme de 7x fois (où x est quelconque) de 
l'intervalle de variation de la fonction se borne à réaliser 
l’« homothétie » de la stratégie optimale sans compromettre 
son optimalité. 

Donc, les erreurs Tt, (n, AL) et tL (n, L) figurant dans 
l'égalité (5.5) ne sont pas dues qu'à la mise en pratique des 
stratégies différentes. Elles peuvent être considérées comme 
le résultat de l'application d'une même stratégie soumise 
aux différentes « homothéties ». 


10. Après cette étude préliminaire assez longue passons 
à la recherche de la stratégie optimale pour le problème À et 
à la démonstration des formules (5.3) et (5.4). 


© LEMMF. Quels que soient n > 1 et L, il existe une stra- 


tégie à n pas de la recherche du point x qui minimise la valeur 
de la fonction f (à un minimum) sur le segment de longueur L 
par n pas et qui possède les propriétés suivantes: 
1° on considère à chaque pas un certain segment x'x”; 
2° au premier pas on calcule la valeur de la fonction f 


en l'un des points: “®- L et -"#1];: 
Un+2 Un+a 
3° on effectue chaque pas suivant de numéro k (c'est-à-dire 
pour 1<k<n), en connaissant la valeur de f en l'un des 
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points suivants: 
— y! Mn gr ‘2 Un+! ie 
LT =T rene (2'— zx") el 2=7 Dre PCA x’), (5.6) 


4 au kième pas (1 <Lk L n) on calcule la valeur de f 
en l'autre point (5.6); 

5° au kiètme pas (1<Lk L n) on compare les nombres 
Î (x) et f (x); si f (xs) L f (æ2), on considère au (k + 1)1ème 
pas le segment zx'x:, et le segment 2x” si f (x) > f (x). 

La démonstration se fait par récurrence sur x. 

Si nr = 1, le segment est évidemment déterminé par 0 


et L; la valeur de la fonction est calculée au point L L — 


=+ ; dans ce cas il n'y a plus de pas. 


Admettons maintenant que l'existence d'une stratégie 

à n pas munie des propriétés du lemme est établie pour tout 
segment. Elaborons la stratégie à (x + 1) pas qui nous 
intéresse en vérifiant si les conditions du lemme sont satis- 
à chaque pas un certain segment z'x”. 


faites. Considérons à 
e e e u 
Prenons pour le premier pas le choix du point x; — ve L 
n+3 


et pour le deuxième celui du point zx: = De L et la 


comparaison des valeurs f (x,) et f (x2). Le cas f @) < f (x2) 
nous amène au segment déterminé par 0 et x; (x° est égal 
à Oet x” à x), le cas f (xs) > f (x2) au segment déterminé 
par z, et L (zx' est égal à x, et x” à L). Dans les deux cas la 


e # # # L u + 
longueur du segment considéré est égale à + L. Après 
n+3 


ces deux pas nous nous trouvons, par rapport au segment 
considéré, dans les mêmes conditions qu'après avoir réalisé 
le premier pas du procédé à 7 pas. 

Notamment, nous connaissons sur le segment de longueur 


2 L la valeur de la fonction f au point distant de 
n+s 
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ne L de l'une de ses extrémités. C'est pourquoi nous 
n+ 

pouvons « passer » à ce procédé à x pas et l'appliquer jusqu’à 
la fin. Selon l'hypothèse de récurrence, les conditions 
3°, 4°, 5° sont vérifiées pour les derniers » pas. Par con- 
séquent, il ne nous reste qu'à étudier les conditions initiales 
du deuxième pas et ce pas lui-même. Il est évident que Île 
Un 
: Un+3 . 

sion (5.6) pour # = 2 si on remplace x par n + 1; dans ces 
conditions, le rôle de la deuxième expression (5.6) incombe 


point L se met sous la forme de la première expres- 


au point choisi —"*? LJ, 
Li e Un+s e 
Ainsi, le lemme est établi. 


11. Nous appellerons stratégie de Fibonacci à n pas ou 
stratégie F, tout court la stratégie à » pas dont l'existence 
a été prouvée par le lemme précédent. 


@ THÉORÈME. 1° F, est l'unique stratégie optimale à n pas. 


o L 
2 xr,(n, LJ=——. 


On fait la démonstration par récurrence sur 2. 
Commençons par le cas z = 1 lorsqu'on choisit en qualité 


de x un certain point x de l'intervalle de z’ à x”. Il est 
clair que dans les conditions les plus défavorables l'erreur 


peut coïncider avec le plus grand des nombres x” —_% 
et x — x’. Si ces nombres sont distincts, l'erreur maximale 


dépasse 2 s'ils sont égaux, elle est D. 


Ainsi, F, est la stratégie optimale à { pas, et 
À _L __L 
Tri (1, L)=7=-. 


Pour n = 2 nous AM F; qui consiste à calculer et 
comparer les valeurs (+ L) et f (52) et à choisir en 
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qualité de zx les points 
Lu à (D e(82) 
Bu a H(u)>1(20) 


Il est facile de voir que l'erreur maximale due à la 


détermination de la valeur exacte de x est + = _ : 
4 


L 
th (2, L=. 


N'importe quel autre choix du point conduit à des 
erreurs plus grandes. 

La première partie de la démonstration est donc faite. 
Supposons maintenant que F, possède la propriété imposée 
par le théorème et considérons les stratégies à (2 + 1) pas. 

Après avoir réalisé deux premières observations de la 
fonction f dans le cadre de F,:, et comparé les deux valeurs 
trouvées, nous pouvons réduire le problème à l'application 


de F, au segment de longueur DR L, la valeur de la 
n+ 

fonction f en un point de ce segment étant connue. L'erreur 

qui en résultera dans les conditions les plus défavorables est 


tÂ (n Set L) = LE (n, L)=<"# L _ L 
NV uns Un+s " Un+sUn+2 Un+ts 


Par conséquent, 


nat+i, L)= 


Il nous faut encore démontrer que F,:, est optimale. 
Considérons les observations sur la fonction f en deux 


points quelconques met % (pour fixer les idées on pose 
T, 2). La comparaison de f(x) et f(x) nous conduit 
à chercher le point x soit sur le segment (0, x), soit sur le 
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=. 


segment (x, L). 
Si 


z <LHI, 


Un+s 
et f (r1) > f (x), il nous faut chercher à l'aide d'un procédé 
à n pas le point de minimum de f sur le segment dont la 


longueur est L—7;, c'est-à-dire plus grande que 


U U — ll u 
L=— n+i L = n+s n+1 L = n+2 L. 
Un+s Un+s Un+s 


Même si la position du point x, sur le segment est la 
plus favorable, d'après l'hypothèse de récurrence l'erreur 


sur la détermination sera supérieure à , 
n+3 
Des raisonnements analogues montrent a ‘une stratégie 


qui commence par le choix d'un point To tel que To > _—_ 
n+3 


peut, dans des conditions défavorables correspondantes, 
nous faire commettre une erreur plus grande sur la détermi- 
nation de x que la stratégie Fh41. 

Soit maintenant 


Z T>LHI,. 


du 


Si x se trouve bien entre 0 et x, il ne nous reste que nr — 1 
observations à faire dans la recherche de sa position, et la 


u 
longueur du segment est supérieure à an L. Donc, même 
n + 


la stratégie F,_, (qui d'après la supposition est optimale 
dans ces conditions) nous fait faire une erreur plus grande que 


Than (n—1, F4 L)= 


Un+s 


__ Unst _ Un+t _ 
us A 1, L) = 2 —— — 
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On considère de façon analogue le cas 
D> Un +2 L. 


Un+s 
Fn+: est donc la stratégie optimale, et le théorème est 
démontré. 
Ainsi, le seul point de minimum de la fonction f peut 
être déterminé sur le segment de longueur ZL par nr observa- 


tions avec une erreur qui ne dépasse pas 
n+2 

Aussi x observations nous permettent-elles de déterminer 

le point de minimum de la fonction f avec une erreur infé- 

rieure ou égale à e sur le segment dont la longueur ne dé- 


passe pas euh}. 

Enfin, pour être sûr que le point de minimum de f est 
déterminé sur le segment de longueur ZL avec une erreur qui 
ne dépasse pas e, il faut effectuer x observations telles 


que 


L 
UnH << Un+2. 


Ainsi, nous avons trouvé les réponses à toutes les ques- 
tions du n° 3. 


12. On peut résoudre sans beaucoup de difficultés le pro- 
blème B en utilisant la résolution du problème À. 

Soit donné un segment de longueur L. Considérons sur ce 
segment les premiers r7 — 2 pas de F,.1. Nous aboutissons 


au segment de longueur . et d'extrémités x’ et x”. 


n+! : 
On connaît la valeur de la fonction f en l’un des deux points 
? L ’ 2L 
= — Tr 
Lau Fan #2 7er 
Nous nous bornons au premier cas (l'étude de l’autre est 


analogue). |” 
Ainsi, soit f (x;) la valeur connue. Choisissons un nombre 


| , L 
y quelconque inférieur en valeur absolue à et calcu- 
Un+1 
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—————--+ 


Fig. 22 


lons f (x> — y) (c'est la (nr — 1)1ème valeur numérique de f); 
comparons ensuite f(x) et f (x: — y). 

Si f (xs) L f (ze — y) (fig. 22), il est évident que x se 
trouve entre x’ et zx — y. Calculons 


Z'+(r2—Y)) 
1 | ne: }=1(—+) 
(c'est la dernière (z!è0€) valeur trouvée de la fonction f). Si 
Î (a+) < f(xi) 


(la croix sur la figure 22), alors x se trouve entre x’ et x. 
Posons x=#1u, L'erreur sur la détermination de zx 
ne dépasse pas la moitié de la longueur du segment de zx’ 
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—_— = = = == ut es = à) 


———-x-—--—-0 


Fig. 23 


, ; L ï Y : 
à T1, C'est-à-dire sr Si f (a —}) > (x) (le petit cer- 


cle blanc sur la fig. 22), x se trouve entre x; — + et ze — Y. 


En posant x — _ ((a 2) + (ze — )) , On commet une 
erreur qui ne dépasse pas 


CRC IE CESSE 


La Zi Ÿ L 


4 2uns 


Soit maintenant f(x;) > f(x — y) (fig. 23). Alors z se 
trouve entre zx, et zx’. 
Calculons f (x) (la dernière valeur numérique de f). Si 


f (x2 — y) < f (m2) 
(le petit cercle blanc sur la figure 23), zest comprisentre x, et x;: 
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_r 
4° 


= { : 
en posant x = 7 (2 + z2), on commet une erreur qui 


atteint à peine L{», — Ty) = - 2 . Si enfin 
2 ZUn+1 


f (te — y) > 1 (c2) 
(la croix sur la fig. 23), x se trouve entre x, — y et x”. 


En posant z =+(" + (to — y)) on commet une erreur 
qui ne dépasse pas 

1 1 

2e-@-nes (th) ++. 
Dans le plus mauvais cas, pour y > 0, l'erreur peut atteindre 

L Y | L Ÿ 

la valeur — … + et pour y< 0 la valeur D 4 
Mais puisque le choix du nombre y est arbitraire, nous 
pouvons faire l'erreur aussi voisine que possible de D 


L 


Un+1 Re 


2 


n+ 
Il nous reste à nous convaincre qu'il est impossible de 


diminuer l'erreur égale à 


En effet, en nous un à T'un quelconque des (n — 2) 
premiers pas de la stratégie décrite, nous ne faisons d'après 
le théorème du n° 11 qu'augmenter la longueur du segment 
sur lequel la position du point de minimum se détermine 
par les mesures suivantes et par là même l'erreur maximale. 
Vérifions encore si les opérations effectuées aux deux derniers 
pas sont optimales. 

Avant'tout, l'écart aux opérations décrites peut signi- 


fier qu'on choisit définitivement pour x non pas le milieu 
du segment où il se trouve réellement mais un autre point 
quelconque. Il est clair que l'erreur possible s'avère alors 
égale à la plus grande partie du segment, c'est-à-dire qu'elle 
augmente. Donc il faut prendre justement le milieu du 
segment. 

Ensuite, nous pouvons choisir pour la dernière détermina- 
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tion de f un point assez éloigné du point x; (ou respective- 
ment de 2). Mais cela implique une augmentation de 
l'erreur en proportion de la distance entre ces points. 
Enfin, le fait de choisir pour l'avant-dernière détermi- 
nation de f un point éloigné du point x> (respectivement de 
z,) entraîne les mêmes conséquences. 
Ainsi, aucun des écarts décrits ne peut diminuer l'erreur 


ZUn+1 


possible jusqu'à un nombre inférieur à Cela prouve 


que le problème B est résolu. 
Nous proposons au lecteur de donner, dans le cas du 


problème B, les réponses aux autres questions du n° 3. 


13. Aux numéros précédents la description de la stratégie 
était complétée par les précisions portant sur la position 
du problème, par les formulations liées à la notion d'optima- 
lité, par la justification du caractère optimal de la stratégie 
élaborée. Tous ces écarts à la description directe sont les 
éléments nécessaires de tout raisonnement mathématique 
qui vise non seulement à indiquer un procédé mais encore 
à démontrer que le procédé considéré est justement celui 
qui nous intéresse. D'autre part, la description des opérations 
comme telles importe seule dans de nombreux cas, tandis que 
la justification de ces opérations s'avère inessentielle. 
C'est le cas, par exemple, quand on se propose, une fois le 
problème résolu, de mettre en pratique la solution. Il importe 
peu alors que la solution soit ou non justifiée sur le plan 
mathématique; on a plutôt besoin d'un plan net, qui ne 
prête à aucune confusion, permettant de la réaliser. 
Enoncé en conformité avec les raisonnements ci-dessus 
(c'est-à-dire qu'on poursuit des buts purement « pratiques »), 
le procédé de meilleure détermination du point zx compris 
entre x’ et x” en lequel f présente le minimum dans les 
conditions du problème À fait penser au procédé d'iden- 
tification d’une plante (oui, cette identification est bien une 
recherchel). Il est de la forme (sauf l'indication contraire, 
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on passe chaque fois au numéro qui suit): 
1° Comparer 1 et n: 
a) si n —1, passer à 2°: 
b) si n >1Â, passer à 4°. 


2° Calculer x — 2H. 


3° Calculer f (x); le procédé s'arrête. 
4° Calculer 


T2 à ner (x"— x") 
et 


_œwt y Unti por ' 
L=2X + ne C 2): 
5° Calculer f (x:) et f (x2). 
6° Comparer 2 et n: 
a) si n — 2, passer à 7 ; 
b) si n>2, passer à 10°. 
7° Comparer f(x) et f (x): 
a) si f(x) Lf(22), passer à 8°; 
b) si f(x) > f(x), passer à 9°. 


8° Poser x — x, et terminer les opérations. 
9° Poser x = x, et terminer les opérations. 

10° Comparer f(x;) et f (22): 

a) si f(x) < f(x), passer à 11°; 

b) si f(x) > f(x2), passer à 14°. 

11° Désigner x: par x”, x, par zo, n — À par n. 
12° Calculer 


, Un 0 ’ 
TL =ZT +6 —ZX ). 
13° Calculer f(x) et passer à 6°. 


14° Désigner x, par z’, T2 par x, n — À par n. 
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Cr) 
Oui Non 


4° : 
n 
X,= x’+ 
U,.) 
Une! 


Un.) 


( x'— x’ ) 


x2=x"+ (x"—x’) 


Fig. 24 


15° Calculer 
Tag" + TE (2 — 2"). 
16° Calculer / (x) et passer à 6°. 


14. Bien que cette description soit nette et catégorique et 
qu'elle suppose dans le cas de chaque fonction f donnée 
la succession bien déterminée d'opérations sur le segment 
(x’, x”) et le nombre n, elle est embrouillée et difficilement 
observable. 

C'est pourquoi on va décrire notre procédé à l'aide 
d'un schéma (fig. 24) appelé schéma bloc. La mise au point 
d'un schéma bloc du procédé de calcul est la première 
étape de l'élaboration du programme des calculatrices 
électroniques numériques. 


15. Pour conclure appliquons le procédé décrit aux n°: 13 
et 14 à la recherche, à l’aide de cinq calculs, du point de 


minimum z compris entre 4 et 2 de la fonction f telle que 


fa) = ++ Vz. 

Faisons au préalable une remarque importante. 

Pour trouver le point de minimum (ou de maximum) 
d'une fonction représentée par une formule permettant 
de calculer ses valeurs, on a de préférence recours non pas 
aux méthodes de la théorie de la recherche, mais aux pro- 
cédés plus adéquats se rapportant au calcul différentiel. 
Nous prévenons donc que l'exemple ci-dessous est purement 
illustratif. Le calcul différentiel permet de démontrer facile- 
ment que dans ce cas x = ÿ/ 4 — 1,5874011... Or, nous 
obtenons une approximation infiniment plus grossière. 
Cependant, dans les cas où on ne sait rien d'avance de la 
fonction (sauf que sa croissance ne peut être suivie de la 
décroissance) ou si les expressions qui la déterminent sont 
très compliquées, on ne peut utiliser le calcul différentiel, 


211 


et la théorie de la recherche se trouve être un instrument 
efficace. 

4° En comparant n = 5 et 1 on voit que n 1; donc 
nous passons à 4°. 

4° Calculons 


ma + (aa) = 1 + À (2—1)—1,38461, 
gant + 0H (2) = 1 + À (2—1) = 161538. 


Un+2 
5° Calculons 


f(x) = _ LV z=1(1,88461)= 0,72222-+ 1,17670—1,89892, 
{ (e) = + Va=1(1,61538)—0,61905-+ 1,27098 — 1,89003. 


6° En comparant #7 = 5 et 2 nous obtenons r = 2; c'est 
pourquoi nous passons à 10°. 
10° En comparant f (x;) — 1,89892 et f (x2) — 1,89003, 
on a f(x) >f(x2); donc nous passons à 14°. 
14 Notons 
z —> x’ — 1,38461, 
Lo 7 Li — 1,61538, 
n = 4. 
15° Effectuons les calculs 


Z2=Zx Vue (x"— x’) — 1,38461 + 
+2 (2—1,38461) = 1,76927. 
16° Calculons 
{(&) = = LVa=f(1,76927)=0,56522+1,33012 = 1,89534 


et passons à 6°. 
6° Comparons nr — 4 et 2; puisque nr -£ 2, passons à 10°. 
10° Comparons j (x;) = 1 89003 et J (z>) = 1,89534 ; étant 
donné que f(x) < f(x) passons à 11°. 
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11° Notons 
za > «” = 1,76923, 
Li —> To = 1,61538, 
n = 4. 
12° Effectuons les calculs 


t=x Srrces (z”— x") = 1,38461 + 
+2 (1,76923— 1,38461) — 1,53846. 
13° Calculons 
f(x) = _ + Va =/(1,53846) = 0,65000+1,24035= 1,89035 


et passons à 6°. 
6° Comparons n — 3 et 2; puisque # -£ 2, passons à 10°. 
10° Comparons f(x;) = 1,89035 et f(x2) — 1,89003 ; 
puisque f(x) >> f(x2), passons à 14°. 
14 Notons 
TL, + x — 1,53846, 
Lo > Li — 1,61538, 


n = 2. 
15° Calculons 


Lo = ZX + (z°— x") = 1,53846 + 
+2 (1,76923 — 1,53846) — 1,69231. 
16° Effectuons les calculs 
f (22) = ++ V2 = f (4,69231)=0,59091 +1 ,30089 — 1,89170 
2 


et passons à 6°. 

6° La comparaison de x et 2 nous donne que n = 2; 
passons à 7°. 

7° Comparons f(xr;) = 1,89003 et : f (&) = 1,89170 ; 


Li 


f(x) f(x), donc nous passons à 8 
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8° Posons zx = 1,61538. 

D'après le théorèmo du n° 11 cette valeur trouvée de x 
peut différer de la valeur vraie du point de minimum de 
ri = L = = 0,077 au plus. En réalité, cette erreur 


est plus tie elle est égale à 0,028. Remarquons que la 
valeur de la fonction f qu'on prend pour la plus petite, 
c'est-à-dire f (x), est égale à 1,89003 et ne diffère que de 
0,00015 de la plus ne valeur vraie qui est 


{(74)= LS +3/3-255/3- 1,88088. 


Cela montre que nous pouvions déterminer les valeurs de x 

avec une précision moins élevée que les valeurs de f. 
Cette conclusion ne doit pas nous étonner. En effet, 

le calcul de zx doit donner l'erreur limite qu'on commet dans 


nos conditions sur la position du point de minimum x 
x | 
comme nous le savons, olle est égale à —) . Quant aux 
n+2 


valeurs de f, elles doivent être calculées avec une précision 
permettant de comparer les couples de valeurs et de choisir 
dans chaque couple la plus petite et la plus grande valeur. 
Par conséquent, si la différence entre deux nombres quel- 
conques f (a) et f (b) est sensible et qu'on le remarque même 
pour une détermination grossière de f (a) et f(b), nous 
pouvons les calculer avec une précision faible. Si, par 
contre, f (a) et f(b) sont proches l'une de l'autre, seul 
un calcul très précis permet de révéler le nombre le plus 
grand. 

Puisqu'on ne sait pas d'avance (tant que les calculs ne 
sont pas finis) la différence entre les valeurs qu'on compare, 
on peut se tromper et les calculer avec une précision insuf- 
fisante, ce qui ne nous permettra pas de déterminer la plus 
grande valeur. Dans ce cas, des calculs plus précis s'im- 


posent. PR 
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